
1 史史史瓦瓦瓦西西西几几几何何何中中中的的的球球球对对对称称称、、、稳稳稳态态态流流流体体体

史瓦西几何线元

ds2 = g
αβ

dxαdxβ = −(1−2M/r)dt2+(1−2M/r)−1dr2+r2dθ2+r2 sin2θdφ2.

静止观者四速度

uα
s = [(−gtt)

−1/2, 0, 0, 0] = [(1− 2M/r)−1/2, 0, 0, 0].

设静止观者测量到经过他的流体（与史瓦西几何同样的球对称）元的

径向速度为v，则由γ ≡ (1 − v2)−1/2 = −u · us =
√−gttu

t, 或v = ur̂

ut̂，

并利用四速度归一化u · u = −1，可得流体元的四速度在史瓦西坐

标(t, r, θ, φ)下分量为

uα = [y(1− 2M/r)−1,±vy, 0, 0], (1)

其中±表示向外的流体（星风）取正号、向内的流体（吸积）取负

号，能量参数y ≡
(

1−2M/r
1−v2

)1/2

（y的物理意义：1.对于自由粒子，y是

其（测地线）守恒量e ≡ −gttu
t√−gttγ = y ，具有单位质量的能量量

纲；2.如果此能量完全转化为光子、并红移到无穷远，则此时被测到的

能量为y的取值。）。协变分量

uα = g
αβ

uβ = [−y,±vy(1− 2M/r)−1, 0, 0]. (2)
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常用等式：

v2y2 + (1− 2M/r) = y2,

y
dy

dr
− vy

d(vy)

dr
=

M

r2
. (3)

2 静静静质质质量量量守守守恒恒恒

0 = (ρuα);α =
1√−g

(
√−gρuα),α =

1

r2 sinθ
(r2 sinθρur),r , (4)

其中史瓦西度规的行列式g ≡ det(g
αβ

) = −r4 sin2θ，第二个等式还要求

流体为稳态 d
dt

= 0 （球对称要求 d
dθ

= 0和 d
dφ

= 0，两者综合，求导仅

有 d
dr
，此点频繁用于此后的计算化简，请紧记！）。由此得

r2ρur = r2ρvy = Const. (5)

不随r变化。

物理意义：流体元共动系中质量密度ρ，因为尺度收缩，静止观者

测到它的体积收缩γ倍，因此测到的流体元质量密度为γρ、速度为v、

经过的球壳面积4πr2，所以质量变化率dM/dts = ±4πr2 · γρ · v，又静

止观者时间dts = (1 − 2M/r)1/2dt，综合得Ṁ ≡ dM/dt = ±4πr2ρvy =

Const.，此最后等于常数是因为静态。
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3 局局局域域域能能能量量量守守守恒恒恒

对于理想流体，由附录(20)式，代入(1)式，可得

uαTαβ
;β = ∓vy

(
dε

dr
+ (ε + p)

d ln(r2vy)

dr

)
.

再利用(5)式（或直接用(4)式0 = (ρuα);α），可得

uαTαβ
;β = ±vy

(
−dε

dr
+

ε + p

ρ

dρ

dr

)
.

在流体元（局域）共动Lorentz系中：uα = (1,
−→
0 )，即ut̂ = 1、其余

分量为零；Tαβ
;β = Tαβ

,β；所以uαTαβ
;β = T t̂β

,β = ∂ε
∂t̂

+ O · −→π。

如无能量注入，由能量守恒uαTαβ
;β = 0有

dε

dr
=

ε + p

ρ

dρ

dr
; (6)

如有能量注入，设流体元共动系中对单位流体质量的能量注入率为q̇

（注意：以该流体元时间t̂为单位，与前面Ṁ不同），则uαTαβ
;β =

ρq̇，得

dε

dr
− ε + p

ρ

dρ

dr
± ρ

vy
q̇ = 0. (7)
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4 局局局域域域牛牛牛顿顿顿方方方程程程：：：Euler方方方程程程

记hα ≡ h
αβ

T βγ
;γ ，由附录(19)式，代入(1)式，可得（计算过程见6.3）

ht ≡ h
tβ

T βγ
;γ = ∓vy2(ε + p)

(
1

y

dy

dr
+

1

ε + p

dp

dr

)
, (8)

hr ≡ h
rβ

T βγ
;γ = y2(1− 2M/r)−1(ε + p)

(
1

y

dy

dr
+

1

ε + p

dp

dr

)
, (9)

h
θ
≡ h

θβ
T βγ

;γ = 0, h
φ
≡ h

φβ
T βγ

;γ = 0. (10)

在流体元（局域）共动Lorentz系中：h
α̂β̂

=




0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


，即h

î̂i
=

1、其余分量为零；Tαβ
;β = Tαβ

,β；所以h
t̂
≡ h

t̂β
T βγ

;γ = 0, h
î
≡

h
îβ

T βγ
;γ = T îγ

,γ = ∂πî

∂t̂
+ ∂T îĵ

∂xĵ
（为保持上下指标平衡，左边可写

成δ îĵh
ĵβ

T βγ
;γ）。

如无动量注入，则由h
αβ

T βγ
;γ = 0和(8)或(9)式，可得Euler方程

1

y

dy

dr
+

1

ε + p

dp

dr
= 0 ; (11)

如有动量注入，设流体元共动系中在î方向上对单位流体质量的动量

注入率为ṗî（注意：同q̇，以该流体元时间t̂为单位），则δ îĵh
ĵβ

T βγ
;γ =
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ρṗî。

由h
β̂
eβ̂ = hαe

α ≡ hαeα
β̂
eβ̂ 得h

β̂
= hαeα

β̂
。流体元共动Lorentz系的一

组标准正交基，在史瓦西坐标(t, r, θ, φ)下分量为

et̂ ≡ uα = [y(1− 2M/r)−1,±vy, 0, 0], (12)

e1̂ = [±vy(1− 2M/r)−1, y, 0, 0], (13)

e2̂ ≡ eθ̂ = [0, 0, r−1, 0], (14)

e3̂ ≡ eφ̂ = [0, 0, 0, r−1 sin−1θ]. (15)

由(8)-(10)与(12)-(15)容易验证：

1. hαeα
t̂

= 0，即h
t̂

= 0自然满足，且与三个空间标正基{eî, i =

1, 2, 3}的选取无关。

2. hαeα
θ̂

= hαeα
φ̂

= 0，即h
θ̂

= h
φ̂

= 0，说明θ和φ空间方向无动量注

入：ṗθ̂ = ṗφ̂ = 0，与球对称假设一致。

3. h
1̂

= hαeα
1̂

= (ε+p)dy
dr

+y dp
dr
，即动量注入只有径向。注意到e1̂ ·er =

y(1 − 2M/r)−1 > 0，即e1̂矢量指向r空间方向正向。设在r正向上

单位流体质量的动量注入率（以该流体元时间t̂为单位）为ṗ，则
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得Euler方程

(ε + p)
dy

dr
+ y

dp

dr
= ρṗ . (16)

（对星风情况，ṗ > 0。）假设注入无质量或质量可忽略的粒子，

例如光子和中微子（忽略质量），则能量注入率和动量注入率有关

系：q̇ = ṗc2。因此，最终Euler方程为（c = 1）

1

y

dy

dr
+

1

ε + p

dp

dr
∓ ρ

y(ε + p)
q̇ = 0 , (17)

其中∓中负号表示动量注入在r正向上、正号表示动量注入在r反向上。

5 理理理想想想流流流体体体动动动力力力学学学方方方程程程组组组

(5)式、(6.2)式和(17)式三式与流体的状态方程联立，可解得史瓦西几

何中球对称、稳态的星风或吸积流体的动力学解。

如果还有质量注入，例如中微子辐射带走不可忽略的质量而引起

质量损失：设单位流体质量的质量注入率为ṁ，则静质量连续性方

程(4)式0 = (ρuα);α 变为

(ρuα);α = ρṁ . (18)

设注入仅一种粒子，则质量注入率、能量注入率和动量注入率有关

系：q̇2 = ṁ2c4 + ṗc2。(5)式、(6.2)式和(17)式三式分别变为...
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6 附附附录录录

6.1 理理理想想想流流流体体体的的的相相相对对对论论论性性性Euler方方方程程程

对于理想流体Tαβ = (ε+p)uαuβ+gαβp，相对论性Euler方程0 = h
αβ

T βγ
;γ可

作简化为

0 = h
αβ

T βγ
;γ = g

αβ
(ε + p)uγuβ

;γ + h
αβ

gβγp,γ

= (ε + p)uγuα;γ + (δγ
α + uαuγ)p,γ ≡ (ε + p)aα + p,α + uαuγp,γ.(19)

证明如下：因为h
αβ

uβ = (g
αβ

+ uαuβ)uβ = uα − uα = 0, gαβ
;γ = 0 =>

gβγ
;γ = 0，由求导的Leibniz法则，有

h
αβ

T βγ
;γ = h

αβ

[
(ε + p)uβuγ + gβγ

]
;γ

= h
αβ

[(ε + p)uγ];γu
β + h

αβ
(ε + p)uγuβ

;γ + h
αβ

(gβγ
;γp + gβγp,γ)

= h
αβ

(ε + p)uγuβ
;γ + h

αβ
gβγp,γ

= g
αβ

(ε + p)uγuβ
;γ + (g

αβ
+ uαuβ)gβγp,γ

= (ε + p)uγ(g
αβ

uβ);γ + (δγ
α + uαuγ)p,γ.

倒数第二个=号用到0 = uβuβ
;γ，证明如下：注意到g

αβ;γ
= 0，有0 =

[−1 = g
αβ

uαuβ];γ = g
αβ

uαuβ
;γ + g

αβ
uα

;γu
β = uβuβ

;γ + uαuα
;γ = 2uβuβ

;γ.
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6.2 理理理想想想流流流体体体的的的相相相对对对论论论性性性局局局域域域能能能量量量守守守恒恒恒方方方程程程

类似地，对于理想流体Tαβ = (ε + p)uαuβ + gαβp，相对论性局域能量

守恒方程0 = uαTαβ
;β可简化为

0 = uαTαβ = uα[(ε + p)uαuβ + gαβp]
;β

= uα[(ε + p)
,β
uαuβ + (ε + p)uαuβ

;β + gαβp
,β
]

= −(ε + p)
,β
uβ − (ε + p)uβ

;β + uβp
,β

. (20)

（请试利用6.1结果讨论狭义相对论流体力学；用6.2上式讨论静力学平

衡、在局域，结合数目守恒，得到单个粒子比熵不变；参见Weinberg§2.10）

6.3 (8)和和和(9)式式式的的的计计计算算算过过过程程程

得到(8)式的计算过程：ut;γ = ut,γ − Γα
tγ

uα，

uγut;γ = utut;t + urut;r

= −utΓα
tt
uα + ur(ut,r − Γα

tr
uα)

= −utΓr
tt
ur + ur(ut,r − Γt

tr
ut)

= urut,r = ∓vy
dy

dr
,
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其中用到史瓦西几何的非零克氏符Γα
tt
仅有Γr

tt
= (M/r2)(1−2M/r)、Γα

tr
仅

有Γt
tr

= (M/r2)(1− 2M/r)−1，并代入(1)和(2)式，由(19)，

ht ≡ h
tβ

T βγ
;γ = (ε + p)uγut;γ + p,t + utu

γp,γ

= (ε + p)uγut;γ + utu
rp,r

= ∓vy

[
(ε + p)

dy

dr
+ y

dp

dr

]
.

得到(9)式的计算过程：ur
;γ

= ur
,γ

+ Γr
γα

uα，

uγur
;γ

= utur
;t

+ urur
;r

= utΓr
tα

uα + ur(ur
,r

+ Γr
rα

uα)

= utΓr
tt
ut + ur(ur

,r
+ Γr

rr
ur)

=
M

r2
+ vy

d(vy)

dr
= y

dy

dr
,

其中用到史瓦西几何的非零克氏符Γr
tα
仅有Γr

tt
= (M/r2)(1−2M/r)、Γr

rα
仅

有Γr
rr

= −(M/r2)(1− 2M/r)−1，并代入(1)和(2)式，由(19)，

ht ≡ h
tβ

T βγ
;γ = grr(ε + p)uγur

;γ
+ p,r + uru

γp,γ

= (ε + p)(1− 2M/r)−1y
dy

dr
+ (1 + uru

r)p,r

= y(1− 2M/r)−1

[
(ε + p)

dy

dr
+ y

dp

dr

]
.
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上两式最后注意利用等式(3)。(10)式h
θβ

T βγ
;γ = h

φβ
T βγ

;γ = 0 易证不详

述。

6.4 r方方方向向向标标标正正正基基基(13)式式式的的的确确确定定定

设e1̂ = (a, b, 0, 0)，由正交性

0 = e0̂ · e1̂ = ay(1− 2M/r)−1gtt ± bvygrr => a = ±bv(1− 2M/r)−1,

代入归一化

1 = e1̂ · e1̂ = a2gtt + b2grr => b = y,

从而

e1̂ = [±vy(1− 2M/r)−1, y, 0, 0].
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