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摘要

回复属性是动力系统研究的核心内容之一。在本综述中我们将讨论拓扑动力系统回复属性

研究的一些新进展，主要侧重于与多重回复性、Bohr 问题、乘积回复性、Furstenberg不交性

问题等相关的一些主题。我们的主要目的是简要介绍最近相关问题的研究进展，给出与之相关

的参考文献，并且陈述一些未解决的问题。

1 引言

在本综述中，我们主要讨论拓扑动力系统中的若干与回复性相关的问题1。拓扑动力系统

是指二元组(X,T ), 其中X 是一个紧致度量空间，T 为其上的一个连续满的自映射。保测系

统 是指四元组(X,X , µ, T ), 其中(X,X , µ) 是Lebesgue 概率空间，T : X → X 为可逆保测变

换。

关于更多动力系统的概念和背景知识，请读者参见[1, 2, 24, 26, 86, 85]。相关的综述性文

章可以参见[7], [36], [39], [8], [77] 和[70]等。

1.1 回复性

动力系统主要描述几何空间中的一个点随着时间变化的规律，研究未来的状态如何依赖

于当前状态。如果一个状态随着时间的演变不再出现，那么很多情况下这个状态是研究中不

太关心的。而那些随着时间演变能够经常出现的状态，就是动力系统中的回复点。现代动

力系统研究中的回复性可以追溯到著名的法国数学家Poincaré 的工作。为了研究N 体问题，

Poincaré 发展了许多全新的数学工具。例如，他完整地提出了不变积分(invariant integrals)

的概念，并且使用它证明了著名的回复定理(Poincaré recurrence theorem)；另一个例子是他

为了研究周期解的行为，引进了首次回复映射(first return map) 的概念，在后来的动力系统

理论中也被称为Poincaré 映射。

用现代动力系统的术语来描述，Poincaré 回复定理可以如下论述：设(X,X , µ, T )为保测

系统，那么对于任何具有正测度的集合A ∈ X，一定存在充分大的时间n 使得µ(A∩ T−nA) >

1在文章中我们主要研究离散动力系统，偶尔会涉及一般群作用下的动力系统，它们的定义是类似的，我们不再重新论述。
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0. 如果空间X 还具有拓扑结构使得T 连续，那么根据Poincaré 回复定理容易证明：对于µ 几

乎所有点为回复点，即对µ 几乎所有点x ∈ X, 存在序列ni ↗∞ 使得Tnix→ x, i→∞. 因为

任何拓扑动力系统(X,T ) 可以赋予测度结构使之成为保测系统，那么根据上面结果就有：任

何拓扑动力系统中必存在回复点！这就是著名的Birkhoff 回复定理。注意Birkhoff 回复定理

对于任何拓扑群作用的拓扑动力系统都是成立的，此时的证明需要运用Zorn 引理[41]。

根据Poincaré 回复定理和Birkhoff 回复定理，回复性是动力系统中广泛存在的现象。在

回复属性中，最强的是不动点，也就是说这个状态永远不变（即Tnx = x,∀n）。其次是周期
点，它表明这个状态周期性地出现（即存在n ∈ N 使得Tnx = x）。如果一个点的回复性与周

期点类似，也就是说对于它的任何邻域，它回到这个邻域的时间集合具有有界性（对于周期

点，这个时间集合恰为形如MZ 的集合，M ∈ N），那么我们称这个点是几乎周期的。周期
点的轨道是个有限集合，而非周期的几乎周期点的轨道闭包是一个不可数集合，这个轨道闭

包构成的动力系统我们称之为极小系统，它可以具有非常丰富的动力学性质[5, 18]。一个点

是回复点要求它轨道中的点不时回到这个点附近。如果对于一个点我们只要求它附近的点有

一定的回复性，那么就有所谓的非游荡性、链回复性等概念。不动点、周期点、几乎周期点

（极小点）、回复点、非游荡点、链回复性点等都是重要的概念，关于它们有着非常丰富的结

果，我们在本文中不侧重于研究这些点集和它们之间的关系，感兴趣的读者可以参见相关的

论著，例如[1, 85].

在本文中我们介绍的是一些较为特殊的回复性质：多重回复性、乘积回复以及相关

的Bohr 问题、Furstenberg 不交问题等。

1.2 多重回复性

多重回复性的研究始于Furstenberg 将动力系统方法运用到组合数论中的工作。关于这个

主题极佳的读物是Furstenberg 的著作[26]。

van der Waerden 在1927 年给出了如下著名的定理：自然数的任何有限剖分，其中必

存在一个剖分元包含了任意长的等差数列。之后这种Ramsey 类型的问题得到数学家的深入

研究。例如，在[21] 中，Erdös 和Turán 提出了蕴含van der Waerden 定理的一个猜测：正

密度的自然数子集包含了任意长的等差数列。这个问题最终在1975 年被Szemerédi 解决[79]，

现在一般把这个结果称为Szemerédi 定理。这是Szemerédi 于2012 年获Abel 奖的主要工作

之一。1977 年Furstenberg [25] 给出了Szemerédi 定理的动力系统证明，他证明了Szemerédi

定理实际上等价于动力系统中的多重Poincaré 回复定理！由此开创了遍历Ramsey 理论，

这是Furstenberg 获2007 年Wolf 奖的主要工作之一。结合Furstenberg 证明的思想，Green

和Tao 解决了一个古老的数论问题[42]：素数包含任意长的等差数列。

在1978 年，Furstenberg 和Weiss 在文[32] 运用拓扑动力系统的方法研究了组合数论中的

一些问题。在这篇文章中，他们将van der Waerden 定理等价于多重Birkhoff 回复定理，从而

给出了van der Waerden定理的动力系统证明。多重Birkhoff回复定理如下陈述：设(X,T )为

动力系统，d ∈ N，那么存在点x ∈ X 和N 的递增序列{nk}∞k=1 使得T
jnkx→ x, k →∞,∀j =

1, 2, . . . , d. 当d = 1, 就是Birkhoff 回复定理。

动力系统方法的优势在于可以将结论系统推广到更为一般的情况：高维的推广；多项式
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时间的回复；IP 时间的回复；包括组合词在内的一般半群作用等等。这些结论的动力系统证

明具有一定的统一性，而它们的组合证明就显得困难很多，甚至有些至今还没有相应的组合

证明。我们在本文中会介绍一些基本的定理和新的进展，并给出一些问题。

关于拓扑的和测度的多重回复性质可以参见Bergelson 的综述性文章[7], 在那里读者可以

找到对这个主题较为全面的介绍和大量的参考文献。

1.3 Bohr 问题

Bohr 问题是一个调和分析和动力系统中长时间未解决的公开问题：对于一个syndetic 的

整数子集S（也称为相对稠密子集，指这个整数集合相邻元素间隔是有界的），差集S − S =

{a− b : a, b ∈ S} 是否包含了等度连续系统（也称为一阶幂零系统）的回复时间集（这个时间
集称为Bohr0 集）。由于等度连续系统的回复时间集相当于整数加群在Bohr 紧化下零元素的

一个邻域，人们将这个问题称为Bohr 问题。可以证明Bohr 问题能表述为如下更为直观的形

式[63]：S − S 是否包含了环面旋转系统单位元到自身邻域的回复时间集？Bohr 问题的研究

至少可以追溯到Følner 的工作[23]，他证明了对于一个相对稠密的整数子集S，S − S + S − S
为Bohr0 集。关于Bohr 问题目前最好的结果是1968 年Veech 给出的[81]，他证明了Bohr 问题

至少“几乎”是成立的。具体讲，他证明了对每个相对稠密的整数子集S，它的差集S − S 在
忽略掉一个零密度集的时候包含了一个等度连续系统的回复时间集。Furstenberg、Weiss、

Host、Kaztelneson 和Glasner 等著名数学家对这一问题都进行过深入的研究，但是还没有能

够最终解决这个问题。这个问题与群论的联系参见[34, 61].

从多重回复定理的研究开始，动力系统和组合数论许多相关问题的研究重点开始由一阶

幂零系统转移到高阶幂零系统，于是自然的问题就是如何提出并研究Bohr 问题的高阶对应问

题。首先是如何合理的提出这个相应的高阶Bohr 问题。因为S − S 可以看成是在S 中出现的
长为2 的等差数列的公差全体，所以高阶Bohr 问题的一个自然提法为：在S 中出现长为k 的

等差数列的公差的结构是什么样的？黄-邵-叶[56]发现这一问题与高阶幂零系统的回复时间集

密切相关。我们将在文章中对相关结果进行介绍，说明多重回复时间集在其中所起的作用。

1.4 乘积回复

乘积回复的概念是由Furstenberg在[26]中引入的。Furstenberg引入族的方法来研究回复

性，例如对于回复点，他将之与IP集联系起来。Furstenberg定义乘积回复如下：设(X,T )为

动力系统，点x ∈ X 称为乘积回复的是指对于任何动力系统(Y, S) 的回复点y，点(x, y) 为乘

积系统(X × Y, T × S) 的回复点。乘积回复可以运用IP 集的对偶族去刻画，由此Furstenberg

证明了乘积回复性实际上等价于distality [26, Theorem 9.11]。之后，在文[6] 中Auslander

和Furstenberg 系统按照乘积回复的思想研究了回复性，并且把相应的结果推广到更一般的半

群作用。例如，设半群E 作用在空间X 上，设F 为E 的闭子半群，那么定义点x ∈ X 为F 回
复的是指存在p ∈ F 使得px = x，而称之为F 乘积回复的是指对于任何E 作用的动力系统Y

的F 回复点y，点(x, y) 为乘积系统X × Y 的F 回复点. 对于不同的F，就得到不一样的回复

性质。乘积回复也在[19] 中得到系统研究。



2 预备知识 4

在[6] 中，Auslander 和Furstenberg 提了下面问题：如果对于任何极小点y, (x, y) 是回复

的，那么x 是否为distal 点？这样的点称为弱乘积回复点。在[47, 16, 76] 中，作者进行系统

研究。事实上在Furstenberg 和Auslander 提出这个问题的时候，Furstenberg 没有意识到早

在他之前的工作中就已回答了这个问题。而他的这个答案出现在他关于动力系统不交性的研

究中。在最近的工作中[40]，作者在假设x为极小点的条件下也给出了否定的回答。

1.5 Furstenberg不交问题

系统不交性(disjointness) 的概念是由著名数学家Furstenberg 于1967 年在其经典文

章[24]中首先引入的，它是描述系统复杂性差异的十分重要而基本的概念。现在它已经成为

动力系统最核心的概念之一[35]。

两个系统是不交的类似于数论中两个自然数是互素的。关于遍历理论中不交性理论的近

期发展参见[35]。不交性理论在拓扑动力系统中的研究发展较为缓慢，并且大多数情况下人

们只是得到特定系统之间不交的充分条件。在[24]中Furstenberg 提出了许多问题，目前大部

分已经解决，没有得到完全解决的问题之一为：刻画与所有极小系统不交的系统！这个问题

也称为Furstenberg 不交性问题。我们在本文中将围绕着不交性介绍这个问题的最新进展，参

见[60, 75, 17, 71]。

2 预备知识

2.1 基本概念与符号

在本文中，我们分别用Z, Z+ 和N 表示整数集合，非负整数集合以及自然数集合。
设(X,T ) 为拓扑动力系统. 子集Y ⊆ X 称为不变的是指TY ⊆ Y . 对于任何非空闭的不变

子集Y , 根据定义(Y, T |Y ) 也是一个动力系统，把它称为(X,T ) 的子系统。子系统(Y, T |Y ) 一

般也记为(Y, T )。

设(X,T ) 和(Y, S) 为两个系统, 二者的乘积系统 (X × Y, T × S) 定义为

T × S(x, y) = (Tx, Sy), ∀x ∈ X, y ∈ Y.

类似的，我们可以定义任何多系统的乘积系统。对于有限的乘积系统，我们也用(Xn, T (n))

来记n 重的乘积系统(X × · · · × X,T × · · · × T ). 设(X,T ) 和(Y, S) 为两个系统。连续映

射π : X → Y 称为同态（homomorphism） 或因子映射（factor map），是指它为满射并

且π ◦ T = S ◦ π. 此时我们称(X,T ) 为(Y, S) 的扩充（extension），而称(Y, S) 为(X,T ) 的因

子（factor）。

一个拓扑动力系统(X,T ) 称为是传递的（transitive），是指对于任何非空开集U 和V , 碰

撞时间集N(U, V ) = {n ∈ Z+ : T−nV ∩ U 6= ∅} 为无穷集合。称系统为完全传递的（totally

transitive），是指对于每个n ∈ N，系统(X,Tn) 为传递的。而称一个系统为弱混合（weakly

mixing），是指乘积系统(X ×X,T × T ) 是传递的。
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设(X,T ) 为拓扑动力系统以及点x ∈ X, 称集合orb(x, T ) = {x, Tx, T 2x, . . .} 为点x 的
轨道(orbit). 给定一个点，它的轨道闭包自然成为一个闭不变子集，于是可以看成一个子

系统。这个简单的事实是从一个给定系统构造新系统的常用方法。如果在系统中存在一个

点x ∈ X 具有稠密的轨道，那么称这个点是传递点( transitive point), 等价的，一个点x 是

传递点当且仅当对于任何非空开集U ⊂ X，集合N(x, U) = {n ∈ Z+ : Tnx ∈ U} 为无限
集。一个点x ∈ X 称为是回复点 或回归点(recurrent point), 是指对于x 的任何邻域U，集

合N(x, U) = {n ∈ Z+ : Tnx ∈ U} 是无限集。全体传递点集合和全体回复点集合分别记
为TranT 和R(X,T ). 一个熟知的结果是，对于任何回复点，它的轨道闭包作为子系统是一个

传递系统；而对于传递系统，传递点全体组成的集合TranT 是稠密的Gδ 子集。

一个系统(X,T ) 称为极小的（minimal） 指TranT = X。易证明一个系统是极小的当

且仅当它没有非平凡的子系统。一个点x ∈ X 称为是极小点（minimal point） 或几乎周

期点（almost periodic point），指(orb(x, T ), T ) 为(X,T ) 的极小子系统。如果存在n ∈ N 使
得Tnx = x，那么我们称点x ∈ X 为周期点（periodic point）。(X,T ) 的全体周期点集合和全

体极小点集合分别记为Per(T ) 和AP (T )。

设(X,T ) 为动力系统，称之为

• P 系统 是指它为传递的并且周期点集合在全空间稠密;

• M 系统 是指它为传递的并且极小点集合在全空间中稠密;

• E 系统 是指它为传递的并且存在一个T 不变的Borel 概率测度µ 使得它的支撑为全空

间，即supp(µ) = X;

• F 系统 是指它为完全传递的并且周期点集合在全空间中稠密;

• scattering 系统 是指对于任何极小系统(Y, S)，乘积系统(X × Y, T × S) 为传递的.

P 系统、M 系统和E 系统的概念在[38] 引入；F 系统的概念在[26] 引入；而scattering

这个概念是在[11] 中引入的。

设(X,T ) 为动力系统。称点对(x, y) ∈ X2 为邻近对(proximal) 是指它满足

lim inf
n→+∞

d(Tnx, Tny) = 0;

称它为distal 对 是指它不是邻近的。记(X,T ) 全体邻近点对的集合为P (X,T )。一个点x 称为

是distal 点，是指对于x 轨道闭包中除了x 自己没有点和它组成邻近对. 一个系统(X,T ) 称为

是distal 的，是指对于任何不同的点x, x′ ∈ X，(x, x′) 为distal 对。

2.2 Furstenberg 族

首先我们介绍关于Furstenberg 族的基本概念(关于更多深入的内容请参见[2, 26]). 在本

节中，我们只对Z+ 进行定义，所有概念可以推广到Z,N 等上。
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设P = P(Z+) 为Z+ 全体子集组成的集合. 族 (或Furstenberg 族) F 是指P 满足遗传向
上性的子集，所谓遗传向上（hereditary upwards）是指如果F1 ⊂ F2 并且F1 ∈ F，那么我们
有F2 ∈ F . 一个族F 称为真的（proper） 是指它为P 非平凡的子集，亦即非空集也非P 本身.

根据定义，一个族F 为真的当且仅当Z+ ∈ F 并且∅ /∈ F .

P 的任何子集A 都可以生成一个族[A] = {F ∈ P : 存在A ∈ A 使得F ⊃ A }. 对于族F ,

它的对偶族（dual family） 定义为

F∗ = {F ∈ P : Z+ \ F /∈ F} = {F ∈ P : F ∩ F ′ 6= ∅ ∀F ′ ∈ F}.

易见，F∗ 也为族；它为真的当且仅当F 是真的。容易验证下面性质：

(F∗)∗ = F 以及 F1 ⊂ F2 =⇒ F∗2 ⊂ F∗1 .

如果一个真族F 对于有限交运算是封闭的，那么F 称为滤子（filter）. 用Finf 来记Z+ 的全

体无穷子集组成的族，用Fcf 来记Z+ 的全体补集为有限集的子集组成的族。Fcf 为滤子。
设S 为Z+ 的子集. S 的上Banach 密度（upper Banach density） 和上密度（upper

density） 分别定义为：

BD∗(S) = lim sup
|I|→∞

|S ∩ I|
|I|

以及 D∗(S) = lim sup
n→∞

|S ∩ [0, n− 1]|
n

,

其中I 跑遍Z+ 的全体非空有限子集，| · | 表示集合的势. 用Fpubd 和Fpud 分别表示全体具有
正的上Banach 密度和正的上密度子集组成的族。

Z+ 的子集S 称为syndetic 的 或相对稠密的 是指它具有有界的间距，即存在N ∈ N
使得对于任何i ∈ Z+ 我们有{i, i + 1, . . . , i + N} ∩ S 6= ∅。称S 为thick 的 是指它包含了

任意长的区间，即对于任何n ∈ N, 存在an ∈ Z+ 使得{an, an + 1, . . . , an + n} ⊂ S。称S

为piecewise syndetic 的 是指它为某个syndetic 子集和某个thick 子集的交；称它为thickly

syndetic 的是指对于任何n ∈ N，存在A 的syndetic 子集{wn1 , wn2 , . . .} 使得对于每个i 我们
有{wni , wni +1, . . . , wni +n} ⊂ A。分别用Fs, Ft, Fps 和Fts 来记全体syndetic子集，全体thick

子集，全体piecewise syndetic 子集和全体thickly syndetic 子集组成的族。根据定义，容易看

出Ft = F∗s，Fts = F∗ps。在这些族中，只有Fts 为滤子[2, 26]。

设{pi}∞i=1 为Z+ 序列. 有限和 定义为

FS({pi}∞i=1) := {pi1 + pi2 + · · ·+ pik : 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik, k ∈ N}.

子集F ⊂ Z+ 称为是IP 集合 是指它包含了某个有限和集合FS({pi}∞i=1). Z+ 的一个子集称为

是IP∗ 集合 是指它与任何IP 集合相交非空. 用Fip 和F∗ip 表示全体IP 集合和IP∗ 集合的族. 著

名的Hindman 定理[48]告诉我们F∗ip 是一个滤子(也可参见[26, p. 179]).

设(X,T ) 为一个拓扑动力系统, x ∈ X，并且设U, V 为X 子集。记

N(x, U) = {n ∈ Z+ : Tnx ∈ U}, N(U, V ) = {n ∈ Z+ : U ∩ T−nV 6= ∅}.

运用族可以刻画许多动力系统的性质。例如，
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• Gottschalk-Hedlund定理指出x ∈ X 为极小点当且仅当对于x的任何邻域U，N(x, U) ∈
Fs [41]。

• Furstenberg 指出x ∈ X 为回复点当且仅当对于x 的任何邻域U，N(x, U) ∈ Fip; 点x
为distal 点当且仅当对于x 的任何邻域U，N(x, U) ∈ F∗ip (例如参见[26, Theorem 9.11]

或[17, Proposition 2.7].

• 系统(X,T ) 为弱混合的当且仅当对于X 的任何非空开集U, V，我们有N(U, V ) ∈ Ft (参

见[26, 24])。

• 系统(X,T ) 为E 系统当且仅当存在传递点x ∈ X 使得对于x 的任何邻域U，N(x, U) ∈
Fpubd (参见[54, Lemma 3.6])。

2.3 幂零系统

2.3.1 幂零流形与幂零系统

设G为群。对于g, h ∈ G,记[g, h] = g−1h−1gh为g 和h的交换子。用[A,B]表示由{[a, b] :

a ∈ A, b ∈ B} 生成的子群。归纳定义子群列Gj , j ≥ 1 如下：G1 = G，以及Gj+1 = [Gj , G].

称G 为d 阶幂零的 是指存在d ≥ 1 使得Gd+1 为平凡群。

设G 为d 阶幂零Lie 群，Γ 为其离散的余紧（cocompact）子群. 于是得到紧致流形X =

G/Γ，称之为d 阶幂零流形（Nilmanifolds）. 群G 可以通过左平移作用在X 上，我们将

这个作用记为(g, x) 7→ gx. G 上的Haar 测度µ 自然可以遗传到X 上，它为G 不变的。取

定τ ∈ G, 用T 表示X 上变换x 7→ τx。那么(X,T, µ) 是一个唯一遍历的系统，称为d 阶幂零

系统（nilsystems）.

我们常用的性质有：有限个d 阶幂零流形的乘积仍为d 阶幂零流形；d 阶幂零系统中任何

一个点的轨道闭包仍然为幂零流形[68, Theorem 2.21]. 更多细节，请参见[15, 73]。

2.3.2 d 阶准幂零系统

我们需要研究幂零系统的逆极限，在这之前我们先回顾一下逆极限的概念。设{(Xi, Ti)}i∈N
为系统序列，不妨取其上度量使得diam(Xi) ≤ M < ∞。设对于每个i 我们有因子映
射φi : Xi+1 → Xi。那么{(Xi, Ti)}i∈N 的逆极限系统 定义为{(xi)i∈N : φi(xi+1) = xi, i ∈ N}，
由{Ti} 自然诱导了其上的变换T。它为

∏
i∈NXi 的紧致子集，记为lim

←−
{(Xi, Ti)}i∈N. 定

义ρ(x, y) =
∑

i∈N 1/2iρi(xi, yi)，它为逆极限系统上的一个度量。

定义2.1. [Host-Kra-Maass] [52] 系统(X,T ) 称为d 阶准幂零系统(d-step pro-nilsystem) 或阶

数为d 的系统（system of order d）, 是指它为d 阶幂零极小系统的逆极限。

∞ 阶幂零系统 指它为幂零系统的逆极限（不限定阶数[16]）.

定义2.2. Z 的子集A 称为Nild Bohr0 集 是指存在一个d 阶幂零系统(X,T ), x0 ∈ X 以及x0 的

开邻域U 使得N(x0, U) 包含于A 中。用Fd,0 记全体Nild Bohr0 集。
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因为任何d 阶幂零系统为distal 的，那么它的逆极限系统d 阶准幂零系统也是distal的。

对于distal 系统，它的每个点都是极小点。由此易见在上面定义中，(X,T ) 可以改为d 阶极

小幂零系统或d 阶准幂零系统。

2.4 超空间

设X 为紧致度量空间，设ρ 为其上的度量。用K(X) 来记X 上的超空间（Hyperspace），

亦即X 全体非空闭子集全体。超空间赋予Hausdorff 度量 dH：

dH(A,B) = max

{
max
x∈A

min
y∈B

ρ(x, y),max
y∈B

min
x∈A

ρ(x, y)

}
∀A,B ∈ K(X).

在此度量下K(X) 成为一个紧致度量空间。易证，X 的全体有限子集在K(X) 中稠密.

对于X 的非空开集U1, . . . , Un 和n ∈ N, 我们令

〈U1, . . . , Un〉 =

{
K ∈ K(X) : K ⊂

n⋃
i=1

Ui 且K ∩ Ui 6= ∅, ∀i = 1, . . . , n

}
.

那么下面集合

{〈U1, . . . , Un〉 : U1, . . . , Un 为X 非空开集, n ∈ N}

形成Hausdorff 度量dH 相应拓扑的一组基。这个拓扑也称为Vietoris 拓扑 (参见[49, Theorem

4.5])。

现在设(X,T ) 为拓扑动力系统，那么T 可以诱导一个超空间上的连续映射TK : K(X)→
K(X)：

TK(C) = TC, ∀C ∈ K(X).

于是(K(X), TK) 成为一个拓扑动力系统，称之为(X,T ) 的诱导系统或超空间系统.

3 多重回复性

3.1 多重Birkhoff 回复定理

动力系统中多重回复性研究始于运用动力系统方法来研究诸如van der Waerden定理的组

合数论问题[84].

定理3.1 (van der Waerden定理). 对于自然数的任何有限剖分，必有一个剖分元包含任意长

的等差数列。

Furstenberg 和Weiss 在文[32] 中阐述了van der Waerden 定理如何等价于拓扑多重回复

定理的，并且通过证明如下多重回复定理给出了van der Waerden 定理的新证明。

定理3.2 (单个映射的多重Birkhoff回复定理). 设(X,T ) 为动力系统，d ∈ N。那么存在
点x ∈ X 和递增自然数序列{nk}∞k=1 使得

T jnkx→ x, k →∞,∀j = 1, 2, . . . , d.
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这个定理容易推广到多个映射的情况：

定理3.3 (多重Birkhoff回复定理). 设X 为紧致度量空间，T1, . . . , Td 为X 上相互交换的连续

映射（d ∈ N）。那么存在点x ∈ X 和递增自然数序列{nk}∞k=1 使得

Tnk

j x→ x, k →∞,∀j = 1, 2, . . . , d.

上述多重Birkhoff 回复定理等价于van der Waerden定理的Nd 推广版本Grünwald 定理[7,

Theorem 1.20]。

van der Waerden 定理的一个重要推广是著名的Szemerédi 定理：

定理3.4 (Szemerédi). [79] 任何具有正上密度的自然数子集必定包含了任意长的等差数列。

Furstenberg运用动力系统方法给出了Szemerédi定理的新证明[25]。首先他证明了Szemerédi

定理等价于如下的多重Poincaré 回复定理.

定理3.5 (单个映射多重Poincaré 回复定理). [25] 设(X,B, µ, T ) 为保测系统，d ∈ N。那么对
于任何具有正测度的集合A ∈ B，存在任意大的整数n ≥ 1 使得

µ(A ∩ T−nA ∩ · · ·T−2nA ∩ · · · ∩ T−dnA) > 0.

Furstenberg 和Katznelson 对这个结果进行了系列推广[27, 28, 30]，例如他们证明了：

定理3.6 (多重Poincaré 回复定理). [27] 设(X,B, µ) 为概率空间，T1, . . . , Td 为(X,B, µ) 上相

互交换的保测映射(d ∈ N)。那么对于任何具有正测度的集合A ∈ B，存在任意大的整数n ≥ 1

使得

µ(A ∩ T−n1 A ∩ · · ·T−n2 A ∩ · · · ∩ T−nd A) > 0.

根据这些定理，我们可以定义多重的Poincaré 和Birkhoff 回复集[22]。

定义3.7. 设d ∈ N。

1. 称S ⊂ Z 为d 重Poincaré 回复集 是指对于每个保测系统(X,X , µ, T ) 和正测集A ∈ X，
存在n ∈ S 使得µ(A ∩ T−nA ∩ . . . ∩ T−dnA) > 0.

2. 称S ⊂ Z 为d 重Birkhoff 回复集是指对于任何极小系统(X,T )以及任何X 的非空开集U，

存在n ∈ S 使得U ∩ T−nU ∩ . . . ∩ T−dnU 6= ∅.

用FPoid 和FBird 记由全体d 重Poincaré 回复集和全体d 重Birkhoff 回复集组成的族。

在[22] 中作者详细研究了这些定义，指出d 重Poincaré （Birkhoff）回复集与d + 1

重Poincaré (Birkhoff) 回复集是不一样的概念。
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3.2 多重Birkhoff 回复定理的多项式推广

设P 为全体整数值多项式（在整数集上取值为整数的多项式），P0 为满足p(0) = 0 的整

数值多项式p 的全体，P∗0 为P0 非常值元素全体。

定理3.8 (Leibman). [69] 设X 为紧致度量空间，设Γ 为幂零群，设T1, . . . , Td ∈ Γ, k ∈ N 以
及pi,j ∈ P0, i = 1, 2, . . . , k; j = 1, 2, . . . , d. 那么存在点x ∈ X 以及递增自然数序列{nm}∞m=1

使得对于每个i = 1, . . . , k,

T
pi,1(nm)
1 · · ·T pi,d(nm)

d x→ x, m→∞.

这个定理是多重Birkhoff 回复定理对于幂零群作用的多项式推广, 对于交换群的情况是

由Bergelson 和Leibman 给出的[10]。如果我们要求(X,Γ) 为极小的，那么多重回复点是X 的

稠密Gδ 集。即，

定理3.9 (Leibman). [69] 设X 为紧致度量空间，设Γ 为幂零群， (X,Γ) 为极小系统。

设T1, . . . , Td ∈ Γ, k ∈ N 以及pi,j ∈ P0, i = 1, 2, . . . , k; j = 1, 2, . . . , d. 那么存在稠密Gδ

集X0 使得对于任何点x ∈ X0 存在递增自然数序列{nm}∞m=1 使得对于每个i = 1, . . . , k,

T
pi,1(nm)
1 · · ·T pi,d(nm)

d x→ x, m→∞.

这个结果的遍历理论版本请参见[91]。

3.3 多重遍历平均

多重遍历平均问题是比多重回复定理更为深刻的一个问题：给定一个概率空间X，

设T1, . . . , Tk 为X 上的保测变换，对于X 上可测函数f1, . . . , fk，称

1

N

N−1∑
n=0

f1(Tn1 x)f2(Tn2 x) . . . fk(T
n
k x)

为多重遍历平均。多重遍历平均问题就是研究多重遍历平均是否收敛的问题（这里的收敛

包括L2 以及逐点收敛两种情况）。如果只有一个保测映射，那么此时多重遍历平均是指平

均 1
N

∑N−1
n=0 f1(Tnx)f2(T 2nx) . . . fk(T

knx)。k = 1 就是著名的von Neumann 的L2 遍历定理

和Birkhoff 逐点遍历定理。

目前L2收敛的情况的结果比较丰富。对于单个映射Host和Kra [50]证明了：设(X,X , µ, T )

为保测系统，d ∈ N, 以及fi ∈ L∞(X,X , µ), i = 1, 2, . . . , d. 那么

1

N

N−1∑
n=0

f1(Tnx) . . . fd(T
dnx)

在L2 中收敛(也可参见Ziegler [90]). 对于T1, . . . , Tk 相互交换的情况由陶哲轩给出[80]. 最

近Walsh [89] 将L2 收敛的情况推到了非常一般的情况：设Γ 为幂零群，(X,X , µ,Γ) 为保测系

统。那么对于T1, T2, . . . , Td ∈ Γ, f1, . . . , fk ∈ L∞(X,X , µ) 以及整数值多项式pi,j，

1

N

N∑
n=1

k∏
j=1

(T
p1,j(n)
1 T

p2,j(n)
2 · · ·T pd,j(n)

d )fj
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在L2(X,X , µ) 中收敛。

但是对于逐点收敛的情况，只有很少的进展。这方面最主要的结果是Bourgain 的结果，

他证明了，对于任何整数值多项式p(n)以及f ∈ Lp(X,X , µ) (p > 1)，平均 lim
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

f(T p(n)x)

几乎处处成立[13]；对a1, a2 ∈ Z和f1, f2 ∈ L∞(X,X , µ)，平均 lim
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

f1(T a1nx)f2(T a2nx)

几乎处处成立[14]。最近黄文、邵松和叶向东[55]证明了：对于d ∈ N和测度distal 系统，

1

N

N−1∑
n=0

f1(Tnx) . . . fd(T
dnx) 几乎处处收敛，其中f1, . . ., fd ∈ L∞(X,X , µ)。

3.4 多重遍历平均的拓扑对应

设(X,X , µ, T ) 为遍历系统，d ∈ N. 在文[55] 中，作者证明了存在Xd上概率测度

族{µ(d)
x }x∈X 使得对于µ 几乎每个点x ∈ X, µ

(d)
x 为T × T 2 × . . . × T d 作用下遍历的，并

且对于所有f1, . . . , fd ∈ L∞(µ),

1

N

N−1∑
n=0

f1(Tnx)f2(T 2nx) . . . fd(T
dnx)

−→
∫
Xd

f1(x1)f2(x2) . . . fd(xd) dµ
(d)
x (x1, x2, . . . , xd), N →∞

其中收敛指在L2(µ) 中收敛。

我们可以不妨设X 为紧致度量空间，T 为X 上连续自映射(例如参见[26])。我们称一个

点x0 ∈ X 为相对T × T 2 × . . .× T d 多重generic 的，是指对所有连续函数f1, . . . , fd,

1

N

N−1∑
n=0

f1(Tnx0)f2(T 2nx0) . . . fd(T
dnx0)

−→
∫
Xd

f1(x1)f2(x2) . . . fd(xd) dµ
(d)
x0

(x1, x2, . . . , xd), N →∞.

设σd = T × T 2 × . . .× T d，x0 = (x0, x0, . . . , x0) ∈ Xd。那么x0 ∈ X 为相对于T × T 2 ×
. . .× T d 的多重generic 点当且仅当

1

N

N−1∑
n=0

σnd δx0
−→ µdx0

, N →∞,

其中M(Xd) 为Xd 全体概率测度空间，赋予弱? 拓扑。

命题3.10. 设(X,X , µ, T ) 为遍历系统，d ∈ N, 其中X 为紧致度量空间，T 为X 上连续自映

射。那么对于所有f1, . . . , fd ∈ L∞(µ),

1

N

N−1∑
n=0

f1(Tnx) . . . fd(T
dnx)

µ 几乎处处收敛当且仅当对µ 几乎所有点x0 ∈ X, x0 为相对于T ×T 2× . . .×T d 的多重generic

点。
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多重遍历平均的拓扑对应最早由Glasner 开始研究[33](其它证明见[74, 67]). 例如他证明

了：

定理3.11 (Glasner). [33] 设(X,T ) 为拓扑弱混合的极小系统，d ∈ N。那么存在稠密Gδ 子
集X0 使得对于任意x ∈ X0,

{(Tnx, T 2nx, . . . , T dnx) ∈ Xd : n ∈ Z} = Xd.

它的测度对应问题仍然未解决：

问题3.12. 设(X,X , µ, T ) 为测度弱混合的保测系统，d ∈ N。是否存在X0 ∈ X 使得µ(X0) =

1，并且对于任何x ∈ X0 它是T × T 2 × . . .× T d 下多重generic 点？即对任何x ∈ X0,

1

N

N−1∑
n=0

σnd δx −→ µd, N →∞,

其中µd = µ× . . .× µ.

结合Bourgain 定理[13] 和Furstenberg-Sarközy 定理[25], 我们有

定理3.13. 设(X,X , µ, T ) 为测度弱混合系统。那么对于任何整数值多项式p(n) 和f ∈
L∞(X,X , µ)，存在可测集X0 ∈ X 使得µ(X0) = 1，并且对于任何x ∈ X0,

lim
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

f(T p(n)x) =

∫
X

fdµ.

它的拓扑对应也是成立的：

定理3.14. [58] 设(X,T ) 为拓扑弱混合的极小系统。那么对于任何整数值多项式p(n), 存在稠

密Gδ 集合X0 ⊆ X 使得对于每个x ∈ X0,

{T p(n)x : n ∈ N} = X.

3.5 弱混合系统的多重遍历平均问题

定理3.15 (Bergelson-Leibman). [10] 设(X,X , µ,Γ) 为保测系统, Γ 为交换群使得对于任

何T ∈ Γ, T 6= eΓ, 为弱混合的。对d, k ∈ N, 设T1, . . . , Td ∈ Γ, pi,j ∈ P0, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ d

使得

gi(n) = T
pi,1(n)
1 · · ·T pi,d(n)

d , i = 1, 2, . . . , k,

以及任何i 6= j ∈ {1, 2, . . . , k} 表达式gi(n)gj(n)−1 = T
pi,1(n)−pj,1(n)
1 · · ·T pi,d(n)−pj,d(n)

d 非平凡

的依赖于n。那么对于任何f1, . . . , fk ∈ L∞(X,µ),

lim
N→∞

∥∥∥ 1

N

N−1∑
n=0

k∏
i=1

fi(T
pi,1(n)
1 · · ·T pi,d(n)

d x)−
k∏
i=1

∫
X

fi(x)dµ
∥∥∥
L2

= 0.
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事实上对于幂零作用，[91]给出了类似结果。最近黄文、邵松和叶向东给出了这个结果幂

零群作用下的拓扑版本：

定理3.16. [58] 设(X,Γ) 为动力系统, Γ 为幂零群，且对每个T ∈ Γ, T 6= eΓ, 为弱混合极小

的。对于d, k ∈ N，设T1, . . . , Td ∈ Γ, {pi,j(n)}1≤i≤k,1≤j≤d ∈ P0 使得任何i = 1, 2, . . . , k

gi(n) = T
pi,1(n)
1 · · ·T pi,d(n)

d

以及任何i 6= j ∈ {1, 2, . . . , k}表达式gi(n)gj(n)−1 都非平凡依赖于n 那么存在X 稠密Gδ 子

集X0 使得对所有x ∈ X0

{(g1(n)x, . . . , gk(n)x) : n ∈ Z}

在Xk 在稠密。

注记3.17. 称g(n) 非平凡依赖于n 是指g(n) 为Z 到Γ 的非平凡映射。当Γ 为交换群时，我们

有

gi(n)gj(n)−1 = T
pi,1(n)−pj,1(n)
1 · · ·T pi,d(n)−pj,d(n)

d .

如果Γ 为幂零群，那么表达式gi(n) 和gi(n)gj(n)−1 会依赖于Γ 的Malcev 基。

作为上定理的应用，可以证明下结论：

定理3.18. [58] 设(X,Γ) 为动力系统，其中Γ 为幂零群使得每个T ∈ Γ, T 6= eΓ, 为拓扑弱混

合且极小的。对k ∈ N 设T1, . . . , Tk ∈ Γ, {pi(n)}1≤i≤k ∈ P0 使得g(n) = T
p1(n)
1 · · ·T pk(n)

k 非平

凡依赖于n. 那么存在一个X 的稠密Gδ 子集X0 使得对于任何x ∈ X0 和X 任何非空开集U，

集合{n ∈ Z : g(n)x ∈ U} 为piecewise syndetic 的。

作为本节的结束，我们提出下面的问题。

问题3.19. 如何对于一般极小幂零群作用陈述和证明多重遍历平均的拓扑对应?

4 Bohr 问题

4.1 拓扑回复集

定义4.1. 一个子集R ⊂ N 称为是拓扑回复集 或Birkhoff 回复集是指对于任何极小系统(X,T )

以及其非空开集U ⊂ X, 存在n ∈ R 使得U ∩ T−nU 6= ∅.
一个子集R ⊂ N 称为是Bohr 回复集 是指对于任何紧致交换度量群上旋转系统(X,T ) 以

及其非空开集U ⊂ X, 存在n ∈ R 使得U ∩ T−nU 6= ∅.

对于l ≥ 1 令

N l(U) = {n ∈ N : U ∩ T−nU ∩ . . . ∩ T−lnU 6= ∅}.

称R ⊂ N 为l 重回复集或l 重 Birkhoff 回复集是指对于任何极小系统(X,T ) 以及其非空开

集U ⊂ X, 存在n ∈ R 使得N l(U) 6= ∅.
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定理4.2. [53] 设R ⊂ N。以下命题等价：

1. R 为l 重回复集。

2. 对于任何系统(X,T ) 以及其开覆盖U = {U1, . . . , Ur}，存在1 ≤ j ≤ r 和n ∈ R 使

得n ∈ N l(Uj).

3. 对于N 的任何剖分N = C1 ∪ . . . ∪ Cr，存在某个剖分元包含公差属于R且长为l + 1 的等

差数列。

4. 每个syndetic 集E ⊂ N 包含公差属于R且长为l + 1 的等差数列。

5. 对于任何系统(X,T )，任何ε > 0, 存在x ∈ X 和n ∈ R 使得 sup
1≤j≤l

d(T jnx, x) < ε.

6. 对于任何系统(X,T ), 存在x ∈ X 使得 inf
n∈R

sup
1≤j≤l

d(T jnx, x) = 0.

7. 对于任何极小系统(X,T )，存在稠密Gδ 子集X0 ⊂ X 使得对于x ∈ X0, inf
n∈R

sup
1≤j≤l

d(T jnx, x) =

0.

4.1.1 Bohr 问题

定义4.3. 集合E ⊂ N 称为Bohr0 集 是指它包含了形如下集合的整数集

{n ∈ N : ||α1n|| < ε, . . . , ||αkn|| < ε},

其中k ∈ N，α1, . . . , αk ∈ R 以及ε > 0。

注意Katznelson [63] 说明A 为Bohr0 集当且仅当它为Nil1 Bohr0 集。对于Nild Bohr0 集，

我们可以运用广义多项式对它进行刻画（参见[56]）。

问题4.4 (Bohr 问题). 设S ⊂ N 为syndetic 集。那么S − S 是否一定包含了一个Bohr0 集?

易见S − S 为∆∗ 集(此根据S − S ⊃ N(U,U) 易得，其中U ⊂ X 为某极小系统(X,T ) 的

非空开集)。下面我们会看到，这个问题有动力系统、组合数论、调和分析等的等价版本。

问题4.5 (Katznelson). [63] 任何Bohr 回复集是否为拓扑回复集？

上面两个问题实际上是等价的：

定理4.6. 以下命题等价：

1. 设S ⊂ N 为syndetic的，那么S − S 包含一个Bohr0 集。

2. Bohr 回复集是拓扑回复集。

3. 对于任何系统(X,T ) 以及它的非空开集U，NX(U,U) 包含了某个形如NY (V, V ) 的集

合, 其中(Y, S) 为极小等度连续系统，V 为Y 的非空开集。
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4. 如果集合E ⊂ N 满足E ∩ (S − S) 6= ∅ （其中S = NT (x, U)：(X,T ) 为任何一个极小等

度连续系统，x ∈ X 以及U 为x 开邻域），那么E 为拓扑回复集。

5. FBir1 = F∗1,0.

关于Bohr 问题的更多讨论请参见[12, 53].

4.2 Veech 定理

关于Bohr 问题最主要的进展是Veech 在1968 年的结果：

定理4.7 (Veech). [81] 设S 为syndetic 集合，那么(S−S)∆B 包含了一个Bohr0 集, 其中B 为

零上Banach 密度集合。

关于Bohr 问题的其它结果有：

定理4.8 (Følner). [23] 如果S ⊆ Z 为syndetic 集合，那么存在Bohr0 集B 使得S−S+S−S ⊇
B.

定理4.9 (Ellis-Keynes). [20] 如果S ⊆ Z 为syndetic 集合，那么存在Bohr0 集合B 和s ∈ S 使
得S − S + S − s ⊇ B.

在文献[53] 中也有关于Bohr 问题最近的一些结论。

4.3 Veech 定理的高阶情况

黄文、邵松和叶向东给出了Veech 定理的高阶版本：

定理4.10. [56, Theorem A] 设d ∈ N.

1. 如果A ⊂ Z 为Nild Bohr0 集，那么存在syndetic 子集S 使得

A ⊃ {n ∈ Z : S ∩ (S − n) ∩ (S − 2n) ∩ . . . ∩ (S − dn) 6= ∅}.

2. 对于syndetic 子集S,

{n ∈ Z : S ∩ (S − n) ∩ (S − 2n) ∩ . . . ∩ (S − dn) 6= ∅}

为“几乎”Nild Bohr0 集，即存在零上Banach 密度集合M ⊂ Z 使得I∆M 为Nild Bohr0

集。

在定理4.10 中“几乎”能否去掉，就是所谓的高阶Bohr 问题，等价的可以论述为：

问题4.11 (高阶Bohr 问题). [56] FBird = F∗d,0?

一个重要的事实是：对于d ∈ N，有FPoid ⊂ FBird ⊂ F∗d,0（[56, Corollary D]）。注

意FPoi1 6= FBir1 [66].

为证明定理4.10，我们运用Furstenberg 对应原则将之转换为动力系统回复性问题，即我

们证明了如下等价命题：
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定理4.12. 设d ∈ N.

1. 如果A ⊂ Z 为Nild Bohr0 集，那么存在极小d 阶幂零系统(X,T ) 以及它的非空开集U 使

得

A ⊃ {n ∈ Z : U ∩ T−nU ∩ . . . ∩ T−dnU 6= ∅}.

2. 对于任何极小系统(X,T ) 以及它的非空开集U ,

I = {n ∈ Z : U ∩ T−nU ∩ . . . ∩ T−dnU 6= ∅}

为“几乎”Nild Bohr0 集。

定理4.10 (1) 的证明需要运用幂零Lie 群理论以及非常复杂的构造和计算。而定理4.10

(2) 的证明依赖于Bergelson-Host-Kra 一个定理[9, Theorem 1.9]：设(X,X , µ, T ) 为遍历系统，

f ∈ L∞(µ) 以及d ∈ N. 那么序列{If (d, n)} 为一个d 阶幂零序列与一个一致密度趋向于零的
序列之和，其中If (d, n) =

∫
f(x)f(Tnx) . . . f(T dnx) dµ(x).

4.4 高阶几乎自守性与d 阶局部邻近关系

在进一步讨论之前，我们需要引入一些新的概念。设d ∈ N，P = {pi}i 为Z 中一个(有限

或无限) 序列。集合SGd(P ) 称为P 的间距小于d 和集（set of sums with gaps of length less

than d of P） 是指它是形如下式的数全体

ε1p1 + ε2p2 + . . .+ εnpn,

其中n ≥ 1 为整数，εi ∈ {0, 1} ∀1 ≤ i ≤ n, εi 不全为0, 并且任何两个相邻的1 之间的0 的个数

小于d。对d ∈ N, 令FSGd
为全体SGd 集组成的族。易见，

FSG1
⊃ FSG2

⊃ . . . ⊃ FSG∞ =:

∞⋂
i=1

FSGi
.

注意在上面定义中, P 视为序列而非Z 子集。例如, 如果P = {pi}, 那么SG1(P ) 为形

如pm + pm+1 + . . . + pn 的元素全体, 于是它与差集∆(S) 一致（其中S = {0, p1, p1 + p2, p1 +

p2 + p3, . . .}）。因此，SG∗1 集也就是∆∗ 集。对于序列P , SG2(P ) 的元素形如

m1∑
i=m0

pi +

m2∑
i=m1+2

pi + . . .+

mk∑
i=mk−1+2

pi +

mk+1∑
i=mk+2

pi

其中k ∈ N，自然数列m0,m1, . . . ,mk+1 满足mi+1 ≥ mi + 2，∀i = 1, . . . , k, 以及m1 ≥ m0.

设(X,T )为拓扑动力系统，d ≥ N。点对(x, y) ∈ X×X 称为是d阶局部邻近的(regionally

proximal of order d) 如果对于任何δ > 0, 存在x′, y′ ∈ X 以及向量n = (n1, . . . , nd) ∈ Zd 使
得ρ(x, x′) < δ, ρ(y, y′) < δ, 且

ρ(Tn·εx′, Tn·εy′) < δ, ∀ε ∈ {0, 1}d, ε 6= (0, . . . , 0),
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其中n · ε =
∑d

i=1 εini. 用RP[d](X) 表示全体d 阶局部邻近点对的集合，称之为d 阶局部邻近

关系（the regionally proximal relation of order d）。

局部渐近关系最早由Host-Kra-Maass 在文[52] 中引入，他们同时证明了对于极小distal

系统，RP[d](X) 为等价关系。在[78] 中，邵松和叶向东证明了对于一般的极小系统，d 阶局

部邻近关系为等价关系。注意，当d = 1 时RP[1](X) 为经典的局部邻近关系，它是等价关系

的第一个证明是由Veech 给出的[81]。关于进一步的结果，请参见[44, 45, 46, 43].

在[56] 中，作者运用各种族对d 阶局部邻近关系进行了刻画。

定理4.13. [56, Theorem E] 设(X,T ) 为极小系统，x, y ∈ X，d ∈ N ∪ {∞}. 那么以下等价：

1. (x, y) ∈ RP[d].

2. 对于y 的任何邻域U，N(x, U) ∈ F∗d,0.

3. 对于y 的任何邻域U，N(x, U) ∈ FPoid .

4. 对于y 的任何邻域U，N(x, U) ∈ FBird .

5. 对于y 的任何邻域U，N(x, U) ∈ FSGd
.

对于极小系统(X,T ), 点x ∈ X 称为d 阶几乎自守点 是指

RP[d][x] = {y ∈ X : (x, y) ∈ RP[d]} = {x}.

我们可以运用F∗Poid , F∗Bird 和Fd,0 来刻画d 阶几乎自守性。

定理4.14. [56, Theorem F] 设(X,T ) 为极小系统，x ∈ X，d ∈ N ∪ {∞}。那么以下命题等
价：

1. x 为d 阶几乎自守点.

2. 对于x 的任何邻域V , N(x, V ) ∈ Fd,0.

3. 对于x 的任何邻域V , N(x, V ) ∈ F∗Poid .

4. 对于x 的任何邻域V , N(x, V ) ∈ F∗Bird .

特别地，当d =∞时，我们有

定理4.15. [56, Theorem8.1.7]设(X,T )为极小系统。那么(X,T )为∞-步几乎自守系统充分必

要存在x ∈ X使得对于x的任意邻域V ,N(x, V ) ∈ F∗fip.

这里F∗fip表示与包含任意长有限IP集都相交的集和组成的族。
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4.5 Nild Bohr0 集，SGd 集以及Konieczny 的一个结果

在文献[51] 中，作者证明了每个SGd 集为piecewise Nild Bohr0 的，于是自然有下问题：

问题4.16. 每个Nild Bohr0 集是否为SG∗d 集？

在定理4.13 中我们知道对于刻画d 阶局部渐近关系，Nild Bohr0 集和SG
∗
d 集的作用是一

样的。目前对于问题4.16，最佳的答案是Konieczny 的一个结果：

定理4.17. [64] 如果k ≥ 1
2
d(d+ 1)，那么Fd,0 ⊂ F∗SGk

。

5 乘积回复性

设F 为族，(X,T ) 为一个动力系统。点x ∈ X 称为F 回复的 是指对于x 的任何邻域U，
N(x, U) ∈ F . 点x ∈ X 称为是F 乘积回复的是指对于任何系统(Y, S) 中的F 回复点y，(x, y)

为乘积空间(X × Y, T × S) 中的回复点。如果一个点为Finf 乘积回复的，那么就直接称它为
乘积回复点；如果它为Fs 乘积回复的，那么也称它为弱乘积回复的。

在本节中，我们讨论F 乘积回复性质，主要侧重于F = Finf ,Fps, Fpubd 和Fs 的情况。

5.1 回复性与IP 集

IP 集是组合中非常重要的概念，著名的Hindman 定理断言IP 集具有Ramsey 性质：

定理5.1 (Hindman, [48]). 任何IP 集的有限剖分必有其一仍为IP 集。

Furstenberg 运用IP 集来刻画回复点：x 为回复点当且仅当它为Fip 回复的。并且对于
任何IP -集R，存在动力系统(X,T )，其上一个回复点x ∈ X 以及x 的邻域U 使得N(x, U) ⊆
R ∪ {0} [26, Theorem 2.17]。仿照Furstenberg 在[26] 中的方法，我们有如下结论：

引理5.2. [17] 设(X,T ) 为动力系统。如果x ∈ R(X,T ) 为回复点，{Vi}∞i=1 为x 为一组邻域集

合, 那么存在一个IP 集合FS({pi}∞i=1) 使得对于任何n ∈ N，

FS({pi}∞i=n) ⊂ N(x, Vn).

尤其，每个回复点为Fip 回复的。

Furstenberg运用IP∗刻画乘积回复，并且证明了一个点为乘积回复的当且仅当它为distal

点（见下面定理5.6的表述）。这个结论常见的证明需要运用Auslander-Ellis 定理：

定理5.3 (Auslander-Ellis). [5, 18] 设(X,T ) 为动力系统。那么对于任何点x ∈ X，其轨道闭
包中存在极小点y ∈ orb(x, T ) 使得(x, y) 为邻近的。

注记5.4. 1. 定理5.3 常见的证明需要依赖于Zorn 引理。在文献[17] 中的证明仅运用

了Hindman 定理，不依赖于Zorn 引理。类似的情况是，之前关于任何动力系统(X,T )

一定包含极小子系统的证明需要运用Zorn 引理，但是当空间X 为紧致度量空间而作用

半群为Z+ 时，Weiss 在[88] 中给了一个构造性证明。
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2. 根据Auslander-Ellis 定理，Furstenberg 引入了中心集（central set）的概念. 一个子

集S ⊆ Z+ 称为中心集 是指存在系统(X,T ), 一个点x ∈ X 以及一个与x 邻近的极小
点y 和y 的一个邻域Uy 使得N(x, Uy) ⊂ S。Furstenberg 证明了任何中心集是IP 集[26,

Proposition 8.10.].

在Auslander-Ellis 定理中，我们还可以加上一定的乘积回复性质：

命题5.5. [17] 设(X,T ) 为拓扑动力系统。设(Y, S) 为另一动力系统以及取定其上的一

个回复点z ∈ R(Y, S)。那么对于任何点x ∈ X，存在其轨道闭包中点y ∈ orb(x, T ) 使

得(x, y) ∈ P (X,T ) 并且(y, z) 为乘积系统X × Y 的回复点。

5.2 乘积回复

下面我们给出Furstenberg 关于乘积回复点的刻画：

定理5.6. [26, Theorem 9.11.] 设(X,T ) 为动力系统。那么以下命题等价：

1. x 为乘积回复点；

2. x 为distal 点；

3. 对于任何系统(Y, S) 中的极小点y, (x, y) 为乘积空间的极小点；

4. x 为IP ∗ 回复点。

5.3 Fps 乘积回复

文[47] 中指出一个Fs 乘积回复点不必为极小点。一个自然问题为: Fps 乘积回复点是否
必为极小点？董攀登、邵松和叶向东回答了这个问题：

定理5.7. [17] 任何Fps 乘积回复点必为极小点。

由于Fpubd 乘积回复点为Fps 乘积回复点，作为定理5.7 的推论, 每个Fpubd 乘积回复点必
为极小点。一般的，我们有

推论5.8. 设F 为满足Fps ⊆ F 的族，那么每个F 乘积回复点必为极小点。

另外一个相关的结论是：

定理5.9. [17] 由Fs 乘积回复点的轨道闭包构造的系统是一个M 系统。

易见Finf乘积回复=⇒Fpubd乘积回复=⇒Fps乘积回复, 在[17] 中作者提出问题：上述蕴含

关系可是严格的？Oprocha 和张国华在[76] 中研究了上述问题，指出上面几个性质等价。

根据定理5.6, 点x 为distal 的当且仅当x 为Finf乘积回复的。于是为了回答刚才的问题，
仅需证明如下命题：

定理5.10. [76] Fps 乘积回复点为distal 点。
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5.4 弱乘积回复点

Furstenberg 证明了一个点为乘积回复的当且仅当它为distal 点（[26, Theorem 9.11, p.

181] ，定理5.6). 在文[6] 中Auslander 和Furstenberg 提了如下问题：如果对于任何极小点y，

(x, y) 为回复点，那么x 是否为distal 点？按照前面的定义，即问：弱乘积回复点是否为distal

点？在[47] 中作者给了否定的回答。

事实上在Furstenberg 和Auslander 提出这个问题的时候，Furstenberg 没有意识到在他

之前的工作中就已回答了这个问题(参见[17, Theorem 4.3])。事实上，在文[26] 中Furstenberg

证明了F 系统不交于任何极小系统。任取一个F 系统X 以及它的一个传递点x，下面说明x

是弱乘积回复但是非distal 的。设y 为任何极小系统Y 的极小点, 根据Furstenberg 的结论，

(x, y) 为X × Y 的传递点，尤其为X × Y 的回复点。于是x 为弱乘积回复点。另外易见x 不
可能为distal 点。

于是自然有下问题：

问题5.11. [47, Question 5.3] [17, Question 9.2] 极小的弱乘积回复点是否为distal 点？

最近Galsner 和Weiss 给出了一个否定的回答[40]：存在极小非distal的弱乘积回复点！这

个反例基于[31]，[65] 和[87] 中的doubly minimal 系统和关于POD 系统的知识。

定义5.12. 一个极小动力系统(X,T ) 称为POD(proximal orbit dense)是指它为完全极小的2，

并且对于X 中任何不同点u 和v，存在非零n ∈ Z 使得Γn = {(Tnx, x) : x ∈ X} 包含
于orb((u, v), T × T ) 中。

极小系统(X,T ) 称为doubly minimal [87] 或称为具有拓扑极小自交（having topologically

minimal self joinings in the sense of del Junco [65])是指X ×X 中点在T × T 下的轨道要么
为图Γm = {(Tmx, x) : x ∈ X}, m ∈ Z，要么为全空间X ×X.

易见，任何doubly minimal 系统为POD 的。最近黄文和叶向东证明了任何doubly mini-

mal 系统必为子转移系统[62]. 下面是关于POD 系统的重要性质：

定理5.13. [31] 设(Y, S) 为POD 系统，那么对于任何不是(Y, S) 扩充的极小系统(X,T ) 不交

于(Y, S)。

下面的命题是从[40]的证明中提炼出的一个一般性结果。

命题5.14. 设(X,T ) 和(Y, S) 为极小系统，π : X −→ Y 为因子映射。设(y0, x1) ∈ Y ×X 以
及y1 = π(x1)。

1. 如果存在n ∈ Z 使得y1 = Sny0，那么orb((y0, x1), S × T ) 形如Γπ,n = {(π(x), Tnx) : x ∈
X}.

2. 如果orb((y0, y1), S × S) = Y × Y , 那么orb((y0, x1), S × T ) = Y ×X.
2完全极小是指对于任何n ∈ N, (X,Tn) 也是极小系统。
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推论5.15. 设(Y, S) 为doubly minimal 系统，(X,T ) 为任何一个极小系统。那么乘积空间任

何点(y, x) ∈ Y × X 的轨道闭包要么为Y × X，要么为图Γπ,n = {(π(z), Tnz) : z ∈ X}，其
中π : X −→ Y 为因子映射，n ∈ Z.

证明. 设(Y, S) 为doubly minimal 系统。那么(Y, S) 为弱混合的且具有POD 性质。设(X,T )

为任何一个极小系统。根据定理5.13，要么(X,T )和(Y, S)为不交的，要么(Y, S)为(X,T )的

因子。如为前者，则乘积系统Y ×X 为极小的。如为后者，存在因子映射π : X −→ Y . 我们

考虑点(y0, x1) ∈ Y ×X，且记y1 = π(x1)。那么根据命题5.14 以及(Y, S) 为doubly minimal

系统，我们就可得到所需结论。

由于存在非平凡的doubly minimal 系统[65, 87]，作为上面结果的推论我们得到问题5.11

的否定回答。首先我们注意任何极小弱混合系统没有distal 点。这是Veech 的一个结论[82]，

也可按照下面事实推出这个结论：设(X,T ) 为极小弱混合系统, 那么对于每个点x ∈ X 存在
稠密Gδ 子集X0 ⊂ X 使得对于每个x0 ∈ X0，点对(x, x0) 为邻近的（参见[26, Theorem 9.12]

或引理6.10([3, Theorem 3.8])。关于这个结论的进一步推广请参见[55]。

定理5.16. [40] 存在极小弱混合系统，它的每个点是弱乘积回复的。

证明. 设(Y, S)为弱混合的doubly minimal系统，设(X,T )为任何极小系统。由定理5.13，要

么X 不交于Y，要么Y 为X 的因子。如果为第一种情况，那么Y ×X 为极小系统，其上每个
点(y, x) 自然为回复的。如果为第二种情况，由推论5.15，要么

orb((y, x), S × T ) = Y ×X

要么

orb((y, x), S × T ) = Γπ,n = {(π(z), Tnz) : z ∈ X},

其中π : X −→ Y 为因子映射，n ∈ Z。对于前者(y, x) 为回复点，对于后者存在z ∈ X 使
得(y, x) = (π(z), Tnz) 为回复点。证毕！

问题5.17. 给出弱乘积回复性质的刻画。

如果x 为弱乘积回复点，那么它必为回复点。由定理5.9, x 的轨道闭包为M 系统。我们

猜测:

问题5.18. 如果x 为弱乘积回复的，那么其轨道闭包中的弱乘积回复点为稠密Gδ 集。

6 Furstenberg 不交性问题

类比于数论中互素的概念，Furstenberg 在动力系统中引入了不交性（disjointness） 的

概念[26].

定义6.1. 设(X,T ) 和(Y, S) 为两个拓扑动力系统。子集J ⊂ X × Y 称为X 和Y 的一个交
（joining）是指J 为非空闭不变的子集，并且到分量的投射分别映满X 和Y。如果X × Y 是
唯一的交，那么就称(X,T ) 和(Y, S) 不交的（disjoint），记为(X,T ) ⊥ (Y, S) 或X ⊥ Y .
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设F 为一些系统的集合，F⊥ 表示与所有F 中元素不交的系统的全体。用M 表示全体极

小系统的集合。Furstenberg [26] 证明了如果两个系统为不交的，那么其中至少有一个系统为

极小的。Furstenberg 提了如下自然的问题：

问题6.2. [26, Question E] 刻画M⊥.

下面我们给出一个系统在M⊥ 中的条件以及M⊥ 中元素的一些性质，这些结果来

自[60, 71, 16, 75, 72] 等。

6.1 必要条件

首先我们需要一些引理。

引理6.3. 设(X,T ) 为传递系统，x ∈ TranT。那么

1. (X,T ) 为M 系统当且仅当对于x 的任何邻域U , N(x, U) 为piecewise syndetic 的。

2. 设K 为(X,T ) 的极小子集. 那么K 是(X,T ) 唯一的一个极小子集当且仅当对于K 的任

何邻域U , N(x, U) 为thickly syndetic 的。

定义6.4. Z+ 的子集A 称为m 集 是指存在极小系统(Y, S), y ∈ Y 以及Y 的非空开子集V 使
得A ⊃ N(y, V ). 全体m 集组成的集合记为Fmset.

可以证明

定理6.5. 设(X,T ) 为传递系统，x ∈ TransT . 那么

1. (X,T ) ∈M⊥ 当且仅当对于x 的任何邻域U以及任何m 集A，N(x, U) ∩A 6= ∅。

2. (X,T ) ⊥ (Y, S) 当且仅当对于x 的任何邻域U , N(x, U) ∈ F∗mset(Y )。

通过复杂的构造，我们能够证明

定理6.6. 每个thickly syndetic 集合包含了一个m 集合。

两个系统称为弱不交（weakly disjoint）是指乘积系统为传递的。于是一个系统scattering

当且仅当它与所有极小系统是弱不交的[11].

引理6.7. [4, Theorem 2.9(b)] Scattering 系统弱不交于所有M 系统。

有了以上的准备，我们能够证明

定理6.8. 设(X,T ) 为传递系统。如果(X,T ) ⊥M, 那么(X,T ) 为弱混合的M 系统。
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6.2 充分条件

Furstenberg [26] 证明了一个系统为F 系统当且仅当它为弱混合且具有稠密的周期点集；

他也证明了F 系统不交于任何极小系统。在文献[60] 中作者证明了每个具有稠密正则极小点

的弱混合系统不交于任何极小系统3。下面是这个结果的加强(见[17, 75]).

定理6.9. 每个具有稠密distal 点的弱混合系统不交于任何极小系统。

在[17] 中作者给了两个证明，其中一个证明需要下面关于邻近核的一个结论。对于一

个动力系统(X,T ) 和点x ∈ X, 它的邻近核 是指P [x] = {y ∈ X : y 邻近于 x} = {y ∈ X :

(x, y) ∈ P (X,T )}. 关于更多邻近核的研究请参见[3, 55].

引理6.10. [3, Theorem 3.8]设(X,T )为弱混合系统。那么对于任何点x ∈ X, 它的邻近核P [x]

为X 的稠密Gδ 子集。

在研究超空间时[71], 作者加强了定理6.9. 首先他们证明了

定理6.11. 设(X,T ) 为动力系统。如果(K(X), TK) 为弱混合的，并且不交于任何极小系统，

那么(X,T ) 是弱混合的且不交于任何极小系统。

我们称动力系统(X,T )具有稠密distal集是指对于X 的任何非空开集U ,存在(K(X), TK)

的distal 点C 使得C ⊂ U。

命题6.12. 设(X,T ) 为动力系统。则以下命题等价：

1. (X,T ) 为弱混合的且具有稠密distal 集;

2. (K(X), TK) 为弱混合的且distal 点全体在空间中稠密;

3. (K(X), TK) 为弱混合的且具有稠密distal 集。

综合定理6.11, 命题6.12 和定理6.9，我们有如下定理6.9 的推广：

定理6.13. 每个具有稠密distal 集的弱混合系统不交于任何极小系统。

注意存在系统具有稠密的distal集，但是它的distal点全体不稠密[72].

6.3 问题

已知如果系统(X,T ) 为弱混合的M 系统，那么(K(X), TK) 亦然。于是我们有如下问

题：

问题6.14. 是否有如下结果：一个传递系统(X,T ) 不交于任何极小系统当且仅当(K(X), TK)

为传递的且distal 点全体稠密?

注意在[17] 中作者证明了任何具有稠密极小点的弱混合系统不交于所有极小PI 系统。

3一个极小点x 称为是正则的（regular） 是指对于x 的每个邻域U，存在k 使得N(x, U) ⊃ kZ+
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7 更多的问题

由于篇幅的限制，还有很多有意义的回复性问题无法展开。这里我们陈述几个未解决的

问题。在[37] 中，作者引入了各种刚性。对于n ∈ N，我们称系统(X,T ) 为n 刚性(n-rigid) 是

指乘积系统(Xn, T (n)) 中每个点都是回复点。

问题7.1. 对n ≥ 2, 是否存在系统为n 刚性但是非(n+ 1) 刚性的？

在[72]中，作者证明了如果(X,T )为一致刚性的（存在ni −→ ∞使得d(Tni , id) −→ 0）那

么(K(X), TK) 是逐点回复的。

问题7.2. 是否存在(X,T )使得(K(X), TK)是逐点回复的, 但(X,T )不为一致刚性的?

在[87]中Weiss证明了正的2-刚性蕴含拓扑熵为零。一个未解决的问题是

问题7.3. 是否2-刚性蕴含拓扑熵为零？

问题7.4. 设P 为素数集合。那么集合

Cd(P) = {n ∈ N : P ∩ (P− n) ∩ (P− 2n) ∩ · · · ∩ (P− dn) 6= ∅}

是否为Nild Bohr0 集合？

注意根据Green和Tao 的结论[42], 对于任何d ∈ N, Cd(P) 6= ∅.

致谢：国家自然科学基金委员会资助11371339, 11431012, 11571335。
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