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第 2 章  泛代数和代数数据类型 
 

2.1 引      言 
 

 第 2 章到第 4 章提出一种用于对可计算函数进行编程的语言，叫做 PCF 语言。它是基

于类型化演算的函数式语言。该语言的设计目的是便于后面各章的分析和讨论，而不是把

它作为编写大程序的实际语言。PCF 语言可以看成由三部分组成：包括自然数类型和布尔类

型的基本数据类型，带函数类型、积类型与和类型等的纯类型化演算，涉及递归函数的不

动点算子。这三章分别对像 PCF 这样语言的三个组成部分进行透彻的研究，以达到全面系

统了解这样的语言。本章研究像自然数类型和布尔类型这样的代数数据类型。 

如果用其他的基本数据类型，如字符类型和串类型，来代替 PCF 语言的自然数类型和

布尔类型，则可以得到有类似类型构造（函数和序对等）的语言，但面向的是不同种类的数

据的求值。如果想对 PCF 作这样的修改，则必须确定命名基本字符和串的一种方式，就像

用 0，1，2，… 命名自然数那样，并选择以字符和串作为操作对象的基本函数，代替自然

数上的和相等比较等运算以及布尔值上的运算。有了这些就可以定义这些基本数据类型的

项语言的语法，然后写一组项之间的等式作为公理来刻画这些函数的性质，即给出该项语言

的公理语义。一旦有了项的语法和公理语义，就可以进一步选择归约公理，编写程序，研究

指称语义。 

 一个代数数据类型包括一个或多个值集，如自然数集、布尔值集、字符集或串集，再加

上一组在这些集合上的函数。对代数数据类型的一个基本限制是其函数不能有函数变元，这

就是“代数的”的含义。需要说明的一点是，对于属于一个代数的若干个集合，本章使用泛

代数的标准术语。因此，基本“类型”符号，如 nat，bool，char 和 string 等，当它们用于

代数项时，叫做类别（sort）。这样做的目的是，既维护和代数方面的文献的一致性，同时又

强调由集合和相关函数组成的代数数据类型和单纯的集合是有区别的。在代数数据类型理论

中，类型和类别的区别在于类型有一组运算而类别没有。 

 泛代数（universal algebra），也叫做等式逻辑（equational logic），是用于定义和研究代

数数据类型的一般数学框架。在泛代数中，一个代数数据类型的公理语义由项之间的一组等

式给出。代数数据类型的指称语义涉及的结构叫做代数，它由一组集合和一组函数组成，对

应每个类别有一个集合，对应项中使用的每个函数符号有一个函数。代数项的操作语义由有

向的代数等式（即归约公理）给出，习惯上称它们为重写规则。可以用泛代数定义和研究的

数据类型有自然数、布尔值、表、有限集合、多重集合、栈、队列和树等。 

 本章研究泛代数和它在程序设计中定义常用数据类型时的作用，主要关心公理语义（一

组等式）和指称语义（代数）之间的联系，并另用单独一节研究操作语义。本章虽只研究代

数，但覆盖了大多数逻辑系统的一些公共议题。本章的主要内容有： 

 （1）代数项和它们在多类别代数中的解释； 

 （2）等式规范（也叫代数规范）和等式证明系统； 

 （3）等式证明系统的可靠性和完备性（公理语义和指称语义的等价）； 

 （4）代数之间的同态关系和初始代数； 

 （5）数据类型的代数理论； 

 （6）从代数规范导出的重写规则（操作语义）。 

 前四节对泛代数的数学系统提供一个简明介绍，随后一节关于数据类型的代数理论的讨
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论指出数学中传统的关注点和程序设计中代数数据类型使用之间的一些区别。最后一节考虑

在代数项上的归约，它有两个应用，分析等式规范的性质和为代数项上的计算建模。 

 在数据类型的代数理论中还有许多专题。本书所忽略的重要专题有：层次规范、参数化

规范、从一个规范到另一个规范的求精、代数规范的实现的正确性等。在讨论函数应用产生

错误引起的问题时，本书没有介绍诸如使用带部分函数的代数和有序类别代数等更复杂方

法。对这些专题，有兴趣的读者可以参考有关文献。 

本章研究的是 PCF 这样的函数式语言的代数数据类型部分，此时不会出现函数作为变

元或返回值的情况，因此对它的研究比演算的研究要容易得多。先研究泛代数而后研究类

型化演算的理由是，许多技术概念在这里以更简单和易于理解的形式出现，因而易于讲授

和学习。 

 

2.2 代数、基调和项 
 

2.2.1 代数 

 一个代数由叫做载体（carrier）的一个或多个集合、这些载体上的一组特征元素和一阶

函数（或叫做代数函数） 

  f : A1  … Ak  A 

组成。例如 

    , 0, 1, +,  
其载体是自然数集合，特征元素 0, 1，函数+,  :     。一个载体的“特征”元

素和它的其他元素的区别是，在代数项语言中每个特征元素被给出一个名字。一种简单的做

法是把 0, 1这样的特征元素叫做零元函数，以便把特征元素和函数统一。 

 多个载体的例子有代数 

  pcf  , , 0, 1, …, +, true, false, Eq ?, … 
其中是自然数集合，是布尔值集合，0, 1, …是自然数，+是加法函数等等。它们是在写

PCF 的基本数值和布尔表达式时通常想到的数学值。在研究代数时，将把 PCF 的语法表达

式和在这个代数中的语义值精确地对应起来。 

 

2.2.2 代数项的语法 

 现在开始逐步给出代数的一种语法描述，有穷的语法表示在计算机科学中十分重要。首

先从代数项的语法开始。 

 代数项的语法依赖于基本符号和它们的类型，这些信息收集起来后被叫做基调。前面已

提到，在代数中通常把基本类型的符号叫做类别。 

 基调（signature）   S，F 由下列两部分组成： 

 （1）集合 S，其元素叫做类别； 

 （2）序对f, s1 …  sk  s的集合 F，其中 s1, …, sk, s  S 并且 f 不出现在两个不同的

序对中。 

 在基调的定义中，出现在 F 中的符号 f 叫做类型化的函数符号（或简称函数符号），并

且表达式 s1 …  sk  s 叫做 S 上的一阶（或代数）函数类型。通常用 f : 代替f,   F。 

 类别是代数载体的名称，函数符号 f : s1 …  sk  s 是代数的一个 k 元函数的名称。允

许 k  0，从而函数符号 f : s 也可以是对应类别 s 的载体的元素的名称，通常称它们为常量符

号。不允许有 f : 和 f : ，即任何一个常量符号或函数符号只有唯一的类别或类型。 

例 2.1 一个简单的例子是  S，F，其中 S  nat仅含一个类别。F 包含 0 : nat, 1: nat, 
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: nat  nat  nat 和: nat  nat  nat。描述基调的习惯写法如下： 

 sorts : nat 

 fctns : 0, 1 : nat 

 ,  : nat  nat  nat 

在这种表示法中，通常把同样类型的函数符号写在同一行上。       � 

 定义基调的目的是用于写代数项，但还得考虑项中有变量的情况。假定有一个无穷的符

号集合 V，其元素称为变量，并假定这些符号和所有常量符号、函数符号和类别符号都不一

样。变量未指定类型是没有意义的，因此还需要列出变量的类别。类别指派是变量与类别序

对的一个有限集合： 

    x1 : s1, …, xk : sk 

其中任何变量不会被指派多个类别。给定一个基调  S，F和类别指派，和上类别 s

良形的代数项集合 Termss(, )定义如下： 

 （1）如果 x : s  ，那么 x  Termss(, )； 

 （2）如果 f : s1 …  sk  s 并且 Mi isTerms (, ) (i  1, …, k)，那么 f M1 … Mk 

Termss(, )。 

当 k  0 时，第二个子句应该解释成：如果 f : s，那么 f Termss (, )。 

例如，0Termsnat(, )，01 也是 Termsnat(, )的项，因为是上的二元函数符号。

这两个项都不含变量，不含变量的项称为闭项。对任何类别指派，01 总是 Termsnat(, )

的项。为了和 PCF 一致，把 01 看成是01 的语法美化。如果只有一个类别，则总假定所

有的变量都属于这个类别，这时类别指派可以简化为列出所有的变量即可。下面用 Var(M)

表示出现在项 M 中的变量集合。 

 因为代数项中无约束变元，因此代换NxM 就是简单地把 M 中 x 的每个出现都用 N 代

替。很容易看出，如果项中的一个变量由适当类别的项代替的话，那么可以得到一个良形的

项，其类别和代换之前一样。这可由下面的引理精确地给出。下面用, x : s表示类别指派 

  , x : s     x : s 

其中 x 在中没有出现。 

引理 2.1 如果 M Termss(, , x : s)并且 N  sTerms  (, )，那么NxMTermss(, )。 

证明 按 Termss(, , x : s)中项的结构进行归纳。这是本章第一个归纳证明，因此叙述

得详细一些，以后的归纳证明仅给出要点。因为每个项都是变量、常量符号或者函数符号应

用到变元的形式，因此代数项上的归纳只有一种基本情况（变量）和一种归纳步骤（函数符

号）。对基本情况必须直接证明引理，而在归纳步骤中，假定引理对所有子项都成立。这个

假定叫做归纳假设。 

 对基本情况，考虑变量 yTermss(, , x : s)。如果 y 和 x 不同，那么Nx y 就是 y。在

这种情况下肯定有 y : s  ，因此 yTermss(, )。如果项是变量 x 本身，那么Nx x 的结果

是项 N。这时 x 一定有类别 s，则 N 一定属于 Termss(, )。这就证明了归纳的基本情况。 

 对于归纳步骤，假定NxMi  isTerms (, )（1 i  k），并且考察形式为 f M1 … Mk的

项。在这个项中用 N 对 x 进行代换的结果可以写成 f NxM1…NxMk。因为已经假定 f M1… 

Mk Termss(, , x : s)，因此 f 必定有类型 s1 …  sk  s。现在有NxMi isTerms (, )（1 

i  k），因此 f NxM1 …NxMkTermss (, )。这就结束了该引理的归纳证明。读者应该检

验在归纳步骤中 k = 0 的情况。              � 

例 2.2 可以用基调stk  S, F来写自然数和栈表达式，其中 S  nat, stack，F 包含下列

函数符号。 

  sorts : nat, stack 

  fctns : 0, 1, 2, … : nat 
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   ,  : nat  nat  nat 

   empty : stack 

   push : nat  stack  stack 

   pop : stack  stack 

   top : stack  nat 

push 2 (push 1 (push 0 empty) )是该基调的项，在这个基调的标准解释中它表示有元素 0，1

和 2 的栈。使用栈变量 s : stack，表达式 push 1 (push 0 s)定义把 0 和 1 压进 s 后的栈。  � 

 

2.2.3 代数以及项在代数中的解释 

 确定了代数项的语法描述后，需要一种方式将代数项解释到相应代数上的元素。 

 代数是为代数项提供含义（指称语义）的数学结构。为了显式地表示从项到代数的映射，

需要先把基调的类别和函数符号映射到代数中。如果是一个基调，那么代数包含： 

 （1）对每个 s  S，正好有一个载体 As； 

 （2）一个解释映射把函数 

  (f ) : 1sA   …  ksA  As 

指派给函数符号 f : s1  …  sk  s  F，并且把(f )As 指派给常量符号 f : s F。 

 如果只有一个类别，那么称它为单类别（single-sorted）代数，否则为多类别（many-sorted, 

multi-sorted）代数。 

 如果  AssS,  是一个代数，并且 f 是的函数符号，为方便起见，通常把(f )

写成 f。在函数符号是有限多或可数多的情况下，一般是列出所有的函数，像代数和pcf

给出的那样。根据这两个约定，把代数写成 

    , 0, 1, ,  
它给出了解释上的项所需的全部信息，因为解释映射已经由这个代数的函数命名方式给

出。 

 确定项 M  Termss(, )在代数中的含义相对来说是简单的事情。可能唯一不太熟悉的

技术方法是对变量指派载体上的值。代数的环境是从变量集合到的各载体集合的并集

的一个映射 : V  s A
s。需要环境的原因是项 M 中可能含变量，在确定 M 的含义前必须

给变量一个值。当然，一个环境必须把每个变量映射到恰当载体上的值。如果对每个 x : s  

都有(x)As，就说环境 满足。 

 为给出一个满足的环境后，可以定义任何项 M  Termss(, )在下的含义M 

如下（双括号 在此用来表示求语法项的语义）： 

  x  (x) 

  M  f (M1, …, Mk) 

若 f : s 是常量符号，则f   f。如果代数在上下文中是清楚的，通常省略而直

接写M。如果 M 是闭项，那么M不依赖于。此时可以省略环境，用M表示 M 在

代数中的含义。 

例 2.3 例 2.1 的基调有类别 nat 和函数符号 0、1、、，可以把该基调上的项解释

到 2.3.1 节的 代数上。 

令是针对 的一个环境，(x)  0。x  1 在下的含义确定如下： 

  x  1  (x, 1) 

       ((x), 1 ) 

       (0, 1) 

       1                � 

例 2.4 例 2.2 的基调stkS, F有类别 nat 与 stack，有函数符号 0、1、…、、、empty、
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push、pop 和 top。这个基调的一个代数stk以标准的方式解释自然数，并把栈解释成自然数

序列。为了描述栈上的函数，用 n::s 表示把自然数 n 加到序列 s的前面而形成的结果序

列。使用这种表示法，则 

  stk   ,  , 0, 1, …, , , empty, push, pop, top  
栈函数的确定如下： 

  empty  ，空序列 

  push(n, s)  n :: s 

  pop (n :: s)  s 

  pop ()   
  top (n :: s)  n 

top ()  0 

需要注意的是，因为 pop (empty)是良形代数项，因此在这个代数中必须给予某种解释。

这个代数中没有“error”元素，因而让 pop()等于空串。top 也有类似的情况，当栈为空

时，直接返回自然数 0，这是一个随意的决定。 

 如果环境把变量 x : nat 映射到自然数 3，把变量 s : stack 映射到自然数序列2, 1 ，其

第一个元素是 2，第二个元素是 1，那么可以确定下面两个项的含义。 

  pop(push x s)  pop(push(x,s) ) 

        pop(push(3, 2, 1 ) )  

        pop( 3, 2, 1 )  

        2, 1  

  top(push x s)  top(push(x, s) ) 

        top(push(3, 2, 1 ) ) 
        top( 3, 2, 1 ) 
        3 

从这些例子很容易看出，对于把 x 映射到自然数并把 s 映射到栈的任何环境，有 

  pop(push x s)  s 

  top( push x s)  x              � 

 含义函数的一个重要性质用下面的引理表达，该引理表明项含义的定义是正确的。 

引理 2.2 令是一个代数，MTermss(, )，并且是满足的环境，那么MAs。 

证明 这个证明根据 Termss(, )中项的结构进行归纳。 

 对于基本情况，是要证明对任何变量 xTermss(, )和满足的环境，有x  As。从

Termss(, )的定义可知 x : s  。由含义的定义可知x  (x)。因为满足，因此(x)  As。

这就证明了归纳的基本情况。 

 对于归纳步骤，假定对 1 i  k，Mi  isA ，然后考虑形式为 f M1 … Mk的项。根据前

面有关项的含义的定义，这个项的含义是 

f M1 … Mk  f (M1, …, Mk) 

从代数的定义和 f M1 … Mk Termss(, )这个事实，可以知道 f是个函数，它把 1sA   …  
ksA 的 k 元组映射到载体 As上的一个元素。于是 

f (M1, …, Mk)  As 

这就证明了该引理。读者应该检验在归纳步骤中当 k  0 的情况。      � 

 另一个直截了当的性质是，项的含义仅依赖于出现在其中的变量的值。 

引理 2.3 令 x1, …, xk是由出现在 M  Termss(, )中的所有变量构成的变量表，1 和2

是满足的两个环境，并且对 i  1, …, k 有1(xi) 2(xi)，那么M1  M2。 

 从这个引理可以知道，如果1 和2 对中出现的每个变量都一致，那么对每个项 M  
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Termss(, )，都有M1  M2，因为 M 中的每个变量必定出现在中。 

证明 该证明也是基于项结构的归纳。对 x1, …, xk中的任何变量 xi 有 

  xi1  1(xi) 2(xi)  xi2 

对任何项 f M1 … Mk，假定该引理对每个 Mi 都成立，即对所有的 i 有Mi1  Mi2。

然后证明f M1 … Mk1  f M1 … Mk2。该证明如下： 

  f M1 … Mk1  f (M11, …, Mk1) 

      f (M12, …, Mk2) 

      f M1 … Mk2 

这就证明了该引理。                � 

 

2.2.4 代换引理 

 代数、一阶逻辑和类型化演算都有的一个非常重要的性质叫做代换引理。直观上，就

M 的含义而言，用 N 代换项 M 中的 x 和改变环境使得 x 等于 N 的值，两者的效果是一样的。

换句话说，当用项代换变量时，被代换项的含义是本质的，而它的语法形式不是。这就使得

项中的子项可以用等价的项来替换。这是一个非常有用的性质，在推理中经常使用，它是代

数项的等式证明系统的中心。 

在论述此引理时用记号xa表示这样一个环境：除了 x 映射到 a 外，该环境在其他

变量上和一致。 

引理 2.4（代换引理）令 M Termss(, , x : s)并且 N  sTerms  (, )，那么NxM  

Termss (, )。并且对任何环境，有 

  NxM M(x a)，其中 a N是 N 在下的含义 

证明 根据项 M 的结构进行归纳。如果 M 是变量，分两种情况，即 M 是否就是 x。这

两种情况的证明是直截了当的，把它们留给读者。 

 对于归纳步骤，考虑形式为 f M1 … Mk的项。该项的相应代换实例是 f NxM1 … NxMk。

从含义的定义知道 

  f NxM1 … NxMk  f(NxM1, …, NxMk) 

由归纳假设，NxMi Mi(x a)（1 i  k）。再次使用含义的定义，可得 

  f(M1(x a), …, Mk(x a))  f M1 … Mk(x a) 
于是引理得证。                 � 

 

2.3 等式、可靠性和完备性 
 

2.3.1 等式 

 一个代数数据类型的公理语义由一个基调上项之间一组等式给出。一个基调和一组等式

合在一起称为代数规范（algebraic specification）。从一个代数规范，可以使用等式证明系统

去推导新的等式，或者调查什么样的代数满足这些等式强加的要求。这两个方面是紧密相关

的：从规范推导出的等式应该在任何满足该规范的代数中都成立。这个性质叫做代数证明系

统的可靠性（soundness）。反过来，在满足规范的所有代数中都成立的等式应该从该规范可

以证明，这叫做完备性（completeness）。代数证明系统及其可靠性在 2.3.3 节给出，完备性

在 2.3.5 节证明。 

 本书对代数或一阶逻辑的一般分析方法所做的一个小小推广是允许空载体。考虑空载体

的原因是为了让每个规范都有初始代数（见 2.4.2 节），以及和类型化演算允许空类型这一

点保持一致。和单类别一阶逻辑相比较时，值得一提的是，如果只有一个类别，假定该类别
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非空是有意义的，否则任何逻辑公式在模型中都为真。 

 为什么说空载体提出一个技术问题？请回忆项 M Termss(, )的含义，它是对满足的
环境定义的。如果 x:s并且 As  是空集，那么不可能有任何环境满足。因而并不清

楚，应该说 Termss(, )中的任何两个项都相等（因为所有项都无含义），还是说这样的等式

没有什么意义。使得理论最简单的选择是：如果 As是空集，那么涉及 x : s的任何两个项都

相等。本书采用按这种选择的理论。因为空载体会影响等式的真假，并且因为只有类别解释

到非空载体时变量才可能给出值，因此证明系统将显式地掌握变量和它们所属类别的情况。

后面将看到，掌握变量的情况将怎样影响命题 2.7 的证明。 

 等式是一个公式 M  N ，其中对某个 s，M, N Termss (, )。注意，一个等式有三

部分：两个项和一个类型指派。如果满足，那么只要M  N，就说代数在环境
下满足 M  N ，写成 

  ,   M  N  
如果在下满足一个等式，也可以说该等式在下成立。对于含变量的项，更感兴趣的是一

个等式是否在变量所有取值情况下都成立，而不是在一个特别的环境下成立。如果对满足
的任何环境，都有,   M  N ，就可以说满足 M  N ，写成 

    M  N  
可满足性也可以扩大到一组等式或一组代数。令是一组等式，如果满足的所有等

式，就说满足。类似地，如果是一类代数，并且对每个，都有  M  N ，那么

写成  M  N 。 

例 2.5 令是有两个类别 a 和 b 的基调，令是一个代数，其中 Aa{0,1}并且 Ab。

由于 Aa 有两个元素，则不可能满足 x  y[x : a, y : a]，即 

    x  y[x : a, y : a] 

不可能成立。例如，如果一个环境的映射是 x0 和 y1，那么该等式不成立。但是，如果

在类型指派增加变量 z : b，那么 

    x  y[x : a, y : a, z : b] 

成立。即该等式无意义地成立，因为不可能在 Ab 上对变量 z 作出任何指派。    � 

 逻辑中的一个标准概念是永真性。如果任何一个代数都满足等式 M  N ，就说该等

式是永真的（valid，也称有效的），并写成 

   M  N  
若等式 x  x[x : s]是永真的，因为在包含类别 s 的基调的任何一个代数中，它都成立，因此，

即使 s 可以空也是这样。后面将看到，永真等式并非很有意义，能够引起兴趣的是在特定的

一个代数或一类代数中成立的等式。 

 如果满足上的所有等式，就说代数是平凡的（trivial）。平凡代数的特点见习题

2.6。 

 

2.3.2 项代数 

 关于代数项的一个有用事实是，任何基调和变量类别指派上的 Terms(, )给出了一

个代数，叫做项代数。在代数项的定义中，为每个类别 s 定义了一个项集 Termss(, )，在

项代数中，就把它作为 s 的载体。剩下的是给每个函数符号 f : s1  …  sk  s 一个精确的解

释。如果  S, F，和变量类别指派上项代数 

  Terms(, )  Termss (, ), 

的解释为 

  (f ) (M1, …, Mk)  f M1 … Mk 
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这个定义很简单，也很容易看出 Terms(, )是代数，见习题 2.8。因此，下面 Terms(, )

既用来表示项集，也用来表示项代数。 

在项代数 Terms(, )中，项的含义很容易用代换描述。如果是项代数的一个环境，那

么是从变量到项的映射，它也叫做一个代换（但可能涉及对多个变量的代换）。通常，如

果 S 是一个代换，则用 SM 表示同时把 M 中的各个变量 x 用 Sx 替换的结果。因为项代数的

环境是一个代换，因此也可以用M 表示把代换应用于 M 的结果。 

例 2.6 令是有类别 u 和函数符号 f : u  u 和 g : u  u  u 的基调。若  {a : u, b : u, c : 

u}，则在项代数  Terms(, )中，类别 u 的载体是基于变量 a、b、c 以及函数符号 f 和 g

的所有项的集合，即： 

  Tu a, b, c, fa, fb, fc, gaa, gab, gac, gbb, …, g (f ( fa ) ) (f (gbc) ), … } 

在该项代数中，函数符号 f 的解释 f  是把任何项 M 映射到项 f M 的函数，g类似。如果环

境把变量 x 映射到 a，把 y 映射到 f b，那么有 

  g(f x) (f y)  g(f a) (f (f b))            � 

 下面的引理将含义和代换联系在一起。 

引理 2.5 令 M  Terms(, )，并且是满足的项代数 Terms(, )的环境，那么M  

M。 

证明 对 M 进行结构归纳证明。对变量 x，由定义，有x  x。对项 f M1 … Mk，由项

在代数中含义的定义，有 

 f M1 … Mk  f Terms(M1, …, Mk) 

由归纳假设，可以知道Mi Mi，并且因为 Terms(, )是一个项代数，因此 

  f M1 … Mk  f (M1) … (Mk) 

它正好是代换应用于 M 的结果。             � 

 项代数给出了一种简单的方法表明，只有 M 和 N 是语法上相同的项时，等式 M  N 
才会永真。 

 

2.3.3 语义蕴涵和等式证明系统 

 序对 Spec  , ，包含一个基调和一组等式，叫做代数规范。通常把代数规范 Spec 

 , 看成是规定了一组代数，即一组满足的代数。这就引出了语义蕴涵概念。 

 如果满足基调上的一组等式的所有代数都满足等式 M  N ，那么就说语义上

蕴涵这个等式，写成 

    M  N  
很容易明白，在满足规范 Spec  , 的所有代数中都成立的等式也就是由语义蕴涵的等
式。 

 如果一组等式在语义蕴涵下封闭，那么称它为一个语义理论。更准确地说，如果  M  

N 蕴涵 M  N  ，那么等式集合叫做一个语义理论。一个代数 的理论 Th()是

在中成立的所有等式的集合。很容易检查，一个代数的理论是一个语义理论。证明由习题

2.11 完成。 

 本节剩余部分致力于讨论语义蕴涵的代数证明系统。前面已提到，一个证明系统的两个

重要性质是可靠性和完备性。用语义蕴涵来解释的话，可靠性是指，若一个等式从一组假设

可证，那么语义上蕴涵该等式。完备性则相反，如果 语义上蕴涵一个等式，那么该等

式从 可证。本节证明代数证明系统的可靠性，2.3.5 节证明完备性。 

 有关相等的某些性质是“泛”的，它们不依赖于代数的特别性质。具体说，语义相等是

个等价关系。即自反公理的每个实例 

  M  M                 (ref ) 
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是永真的，并且语义相等是对称的和传递的。后两个性质可形式化为下面两条推理规则。 

  
 [ ]

 [ ]

M N

N M

 
 

              (sym) 

  
 [ ]     [ ]

 [ ]

M N N P

M P

   
 

          (trans) 

 下一条推理规则允许在等式中增加类别指派。这条规则不是很重要，但它不可少。需要

这条规则的原因是，有了它就可以考虑没有在项中出现的变量。该规则是 

 [ ]

 [ ,  : ]

M N

M N x s

 
 

x 不在中          (add var) 

它允许加一个变量到任何类别指派。重复使用该规则，可以加入有限个变量。很容易验证，

一个代数满足这条规则的假设，那么它一定满足其结论。 

 最后一条规则叫做等价代换 。如果不提及类别指派的话，该代换规则是说，如果 M  N

并且 P  Q，那么用 P 和 Q 分别代换 M 和 N 中的 x，所得的两个结果相等。该规则形式表

达如下： 

   
 [ ,  : ]      [ ]

,  ( , )
[ ] [ ]  [ ]

sM N x s P Q
P Q Terms

P/x M Q/x N

   
  

 
    (subst) 

该规则副条件给出的限制是说，不能代换含 x 的 P 和 Q 到等式 M  N , x : s 中，因为 P = 

Q []的类别指派假定为不含 x。但是从习题 2.13 可以看出，实际上这并不是一个问题。 

 如果从 中的等式和公理(ref )及推理规则 (sym)、(trans)、(subst) 和(add var) 可以推出

等式 M  N，那么就说该等式可证，并写成 

    M  N  
更形式地说，从到 E 的证明是一个等式序列，其中每个等式是公理、中的等式、或者是

序列中早先出现的一个或多个等式的一步推导的结果，序列的最后一个等式是 E。有关证明

的一种有用的推理形式是基于 E 的证明长度的归纳。 

 如果 封闭于可证明性，那么就说 是一个语法理论。换种说法，如果  M  N 
蕴涵 M  N   ，那么 是一个语法理论。 的语法理论 Th( )也就是从可证的所有等

式的集合。通过下面关于可靠性和完备性的证明，可以得知语法上的代数理论和语义上的代

数理论是相同的。但是，目前仍保持两个定义是有用的。等式集合 是语义一致的

(consistent)，如果存在某个等式 M  N ，它不是 的语义蕴涵；等式集合 是语法一致的，

如果存在某个等式 M  N ，它不能由 证明，否则称为不一致的。 

例 2.7 （例 2.2 和 2.4 的继续）在基调stk  S, F上增加等式 

  top (push x s ) = x [s : stack, x : nat] 

  pop (push x s ) = s [s : stack, x : nat] 

使用这些等式可以证明等式 

  top (push 3 empty ) = 3 

其证明如下： 

 (   )  [ : , : ]           [ : ]
 (   )   [ : ]                           3 3 [ ]

 (  3 )  3 [ ]

top push x s x s stack x nat empty empty x nat
top push x empty x x nat

top push empty
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该证明两次使用 (ref)公理，一次栈公理和两次(subst)。        � 

 一个证明系统的导出规则是一条推理规则 

结论

前提
 

它满足：从该前提的任何实例，通过使用该证明系统的公理和其他证明规则，可以推导出该

结论的相应实例。例如， 

 [ ]     [ ]     [ ]

 [ ]

M N N P P Q

M Q

     
 

 

是该代数证明系统的一个导出规则，因为从形式为 M = N, N = P, P = Q 的任意三个等式，两

次使用传递规则可以得到 M = Q。 

 导出规则的另一个例子是下面的同余规则，直观上说，同余是指“相等的项应用于相等

的项时，产生相等的项”。 

11 1

1 1

:  ...  and   [ ]  ...     [ ]

, ( , )...   ...  [ ] i

kk k
s

i ik k

f s s sM N M N

M N TermsfM M fN N

     
   

    (cong) 

 (cong)规则可从(add var), (ref)和(subst)推导。从这些假设，使用(add var)，可以推导出 k

个等式： 

  Mi = Ni[, x1 : s1, …, xi-1 : si-1]  （i = 1, …, k） 

其中 x1, …, xk是不出现在中的新变量（i = 1 时的等式就是 M1= N1 []）。再由(ref)可得 

  f x1 … xk = f x1 … xk  [,x1 : s1, …, xk : sk] 

重复使用(subst)，第一步是先将上式两边的 xk分别用 Mk和 Nk代换，最后一步将倒数第二步

代换结果中两边的 x1 分别用 M1 和 N1 代换。最终得到 

  f M1 …Mk = f N1…Nk [] 

例 2.8 证明等式 top(pop(push x(push 3 empty ))) = 3 [x : nat] 

 为证明该等式，从栈公理和(ref)的实例开始，应用(subst)，然后再用导出规则(cong)得

到 

 (   )   [ : , : ]        3    3  [ : ]
 (   (  3 ))   3  [ : ]

 (  (   (  3 )))   (  3 ) [ : ]

pop push x s s s stack x nat push empty push empty x nat
pop push x push empty push empty x nat

top pop push x push empty top push empty x nat

 



 

 再从上例的结果用(add var)得到 

  top(push 3 empty) = 3 [x : nat] 

最后用(trans)得到 

  top(pop (push x (push 3 empty))) = 3 [x : nat]          � 

例 2.9 下面的规则允许从任何等式的变量类别指派中删除多余变量。如果变量 x 在 M

和N中都不出现，并且从其他信息知道 s类别的项集Termss(, )非空，那么在等式M = N  [, 

x : s]中，x : s 没有什么作用，可以把它从[, x : s]中删除，即推理规则 

   [ , : ]

  [ ]

M N x s

M N

 
 

  M 和 N 中没有 x，Termss (, )非空 

有意义。 
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很容易证明这是一个导出规则。因为 Termss(, )非空，则存在某个 PTermss(, )，使

得 P = P []。结合假设 M = N [, x : s]，用(subst)可以证明[Px]M = [Px]N []。因为变量 x

在 M 和 N 中不出现，代换没有影响，因此 M = N []。         � 

 本节主要定理如下： 

定理 2.6 （可靠性）如果 E，那么  E。 

证明 可以根据该证明的长度进行归纳，即根据  E 的证明长度来证明  E。 

归纳基础是长度为 1 的证明，它是公理或的一个等式。不管哪一种情况，很容易看出，

任何满足的代数一定满足该等式。 

对于归纳步骤，假定证明 E 的最后一步是从 E1, …, En 得到，并且 E1, …, En 是由更短的

证明得到。从归纳假设可以假定，如果  ，那么满足 E1, …, En。要证明的是，如果

满足最后一条规则的这些前提，那么满足 E。这就导致根据证明规则的集合，对各种情况

进行分析。下面仅给出对代换规则的证明。 

 假定  M = N [, x : s]，并且  P = Q []。必须证明  [Px]M = [Qx]N []。令是
满足的任意一个环境，必须证明[Px]M = [Qx]N。 

 令 a = P = Q，并且注意[x  a]满足, x : s。由代换引理： 

  [Px]M = M([x  a]) 

并且 

  [Qx]N = N([x  a]) 

因为  M = N [, x : s]，因此 

  M([x  a]) = N([x  a]) 

从而[Px]M和[Qx]N相等。这就完成了本定理的证明。       � 

使用这个定理，通过下面的命题可以说明为什么在等式中掌握变量的情况是重要的。 

命题2.7 存在一个代数理论 和不含x的项M和N，使得  M=N , x : s，但是  M=N 

。 

证明 令是一个基调，它有类别 a 和 b，函数符号 f : a  b 和 c, d : b。令是包含能从 

f x = c [x : a]和 f x = d [x : a]证明的所有等式，并且考虑等式 c = d [x : a]。很清楚，从 的等

式通过传递性可以得到它。但是从下面的语义讨论可以看到，等式 c = d[]不可证。 

 考虑一个代数，其对应 a 的载体是空集，但是 c 和 d 分别指称对应 b 的非空载体上的

两个不同元素。等式 f x = c [x : a]和 f x = d [x : a]在这个模型中为真，因为 x 没有任何可能

的值。然而，等式 c = d []在此模型中不成立。因此，由等式证明系统的可靠性，c = d []

是不可能从证明的。                � 

 可靠性定理不仅表明证明系统是语义正确的，而且可以知道，如果能找出一个代数满足

而不满足某个等式 E，即 从语义上并不蕴涵 E，那么从 不可能证明 E。在不知等式 E

是否由等式集合 语义蕴涵时，可以作两种尝试：从 证明 E，或者找出一个满足 而不满

足 E 的代数。根据完备性定理，原则上这两者之间总有一个是可能的。但是应该认识到，

在寻找一个证明和寻找一个代数以表明不存在这样的证明这两者之间有一个重要区别。它就

是，存在一种有效的方法，它能枚举所有的证明，因而如果 E 从 可证，那么最终会找到

一个证明；但是不存在这样的方法，用它可以找到一个代数以表明不存在这样的证明。 

例 2.10 栈代数规范如表 2.1。满足这个规范的一个代数stk在例 2.4 已经给出。 

表 2.1 栈代数规范 

sorts : nat, stack 

fctns :  0, 1, 2, … : nat 

   +,  : nat  nat  nat 

  empty : stack 
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  push : nat  stack  stack 

  pop : stack  stack 

  top : stack  nat 

eqns : [s : stack; x : nat] 

  0 + 0 = 0,  0 + 1 = 1, … 

  0  0 = 0,  0  1 = 0, … 

  top (push x s ) = x 

  pop (push x s ) = s 

  

很容易看出，等式 

  push (top s) (pop s) = s [s : stack] 

是不可能从这个规范证明的，只要把 s 映射到空串就可以看出该等式在stk中不成立。一个

更加复杂的事实是，任何形式为 

  top empty = M [] 

的等式都不可证，假定 M 是类别为 nat 的项，并且不含 empty（包括 M 推导出的项也不含

empty）。该事实的证明要点如下： 

（1）对任何 n，定义代数n，它们和stk几乎一样，区别仅是 nAtop () = n（那么，

stk = 0）。显然，它们都是该规范的代数。 

 （2）对类别 nat 任何不含 empty 的项 M，总能找到一个环境（把 stack 类别的变量映

射到足够长的串），使得对所有的 i 和 j，iM = jM。 

 （3）对类别 nat 任何不含 empty 的项 M，令是使得对所有的 n，nM = stkM的
环境。由于nM独立于 n，而ntop empty依赖于 n，因此肯定存在某个 n，使得ntop 

empty  nM。于是 top empty = M[]是不可能从栈公理证明的。      � 

 

2.3.4 完备性的形式 

 在研究完备性证明的技术前，首先讨论可以用于不同逻辑系统的三种不同的完备性。 

 （1）最弱的形式是，仅所有的永真公式可证。对于代数来说，永真公式是（ref）公理

的所有实例。这种完备性太弱，以至没有什么意义。 

 （2）处于中间的形式叫做演绎完备性（deductive completeness），它是指每个语义蕴涵

都可证。对代数而言，这是指每当 M  N，就有  M  N 。 

 （3）更强形式的完备性叫做最小模型完备性（least model completeness），它是指对每

个语法理论，都有某个“最小”模型，其语义理论等于该语法理论。对代数来说，最小模型

完备性意味着对每个语法理论，都存在某个代数，Th()等于该语法理论。可能会引起混

淆的地方是，“最小模型”是指它的理论包含的内容最少，而不是指它们载体的规模最小。 

 通常，当逻辑公式可以表示“分离”的信息时，最小模型完备性不成立。空载体引入了

一种形式的分离。 

 考虑等式 

  E  x = y [ x : a, y : a, z : b ] 

 只有两种模型可使 E 满足。一种模型是 a 的载体为空或只含一个元素，只含一个元素

的目的是迫使 x 和 y 只能取同样的值。在这种模型中，E1  x = y [x : a, y : a]成立。另一种模

型是 b 的载体为空，它使得 E 无意义地成立。在这种模型中，E2  z = w [z : b, w : b]成立。

显然，E1 和 E2 都不是从 E 可证的，所以不存在一个代数，其理论正好就是由 E 的等式推论

组成的语法理论，这就意味着最小模型不存在。 
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2.3.5 同余、商和演绎完备性 

 本节主要结论是可以有空载体的多类代数的演绎完备性定理。该定理的证明要用到同余

关系和商代数，因此首先研究它们。另外，由于本书主要讨论演绎完备性，因此下面简称完

备性。 

 同余关系是指等价关系加上同余性，而同余性则是指函数保可证的相等性。 

 对于一个单类代数= A, f1
, f2

,…，同余关系是载体 A 上的一个等价关系，使得对每

个 k 元函数 f，如果 aibi (i =1,…, k)，即 ai 和 bi 等价，那么 f (a1, …, ak )  f (b1, …, bk )。 

 对于多类代数 = As, ，同余关系是一簇等价关系  s, s  AsAs，每个类别

一个，使得对每个 f : s1  …  sk  s 及变元序列 a1, …, ak和 b1, …, bk（其中 ai
is~ bi  isA ），

有 f (a1, …, ak ) s f (b1, …, bk )。 

 给定上的任意同余关系，可以构造叫做模的商的代数。直观的含义是把

中有关系的元素 a  a 压缩成的一个元素。 

 a  As 的等价类[a]定义为 

  [a]  a  As  a  a  

等价类的另一种记号是 a。 

 商代数定义如下： 

 （1）()s是由 As 的所有等价类构成的集合 

  Ass  [ ]
s

a   a  As} 

 （2）函数 f由的函数 f确定。对适当载体的 a1,…, ak， 

  f ([a1], …, [ak]) = [f (a1, …, ak)] 

这个定义是否有意义并不完全明显。有意义的条件是 f ([a1], …, [ak])必须只依赖于[a1], …, 

[ak]，而不能依赖于所选的代表 a1, …, ak。这个问题作为习题。 

 例如，对于单类别代数，0，1，上的同余关系“模 k 等价”，很容易看出，这个商

代数是大家熟悉的整数模 k 加结构。如果 k 等于 5，那么3  4  2。 

 项 M 在商代数中的含义取决于 M 在中的含义。若 M 不含变量，则 M 在商代数
中的含义是 M 在中的含义所在的等价类。若 M 含变量，则含义当然还和环境有关。 

 如果是的一个环境，是一个同余关系，那么的环境 定义如下： 

   (x) = [(x)] 

反过来，对于的环境，对应它的的环境有多种选择。对于变量 x，任意选择 (x)  
(x)，那么=。使用 和的这种对应，描述商代数中项的含义的引理如下： 

引理 2.8 令是代数上的一个同余关系，项MTerms(, )并且是一个满足的环境。

那么项 M 在商代数 和环境下的含义()M由 

  ()M = M 

给出。 

证明 基于 M 的结构进行归纳。归纳基础很容易从 的定义得出。对于归纳步骤，有 

  ()f M1 … Mk = f (()M1, …, ()Mk) 

       = f ([M1], …, [Mk]) 

       = [f (M1, …, Mk)] 

       = [f M1, …, Mk]          � 

 证明完备性定理前的最后一步是：任何一组等式确定项代数上的一个同余关系。先定义
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项集 Terms(, )上一个关系如下： 

  M,  N 当且仅当   M = N [] 

引理 2.9 令是一组等式集合，令 Terms(, )是基调上的项集。由 的可证明性确

定的关系, 是 Terms(, )上的一个同余关系。 

证明 很容易看出，在各个类别上，, 是一个等价关系，因为有公理(ref)以及推理规则

(sym)和(trans)。为了简化记号，用 表示项代数 Terms(, )。很容易从导出规则(cong)得出，

如果 Mi ,  Ni (1 i  k) ，那么 

  f (M1, …, Mk) ,  f (N1, …, Nk)            � 

定理 2.10 （完备性）令 是一个等式的集合，并且 E 是一个等式。如果E，那么

 E。 

证明 用反证法。假定等式 M0= N0 [0]不能从证明，若能找到一个代数满足，但是不

满足该等式，则完备性得证。所找的代数就是商代数 =Terms(, 0)
0, ~  ，因而要证明

满足的所有等式，但不满足 M 0= N 0 [0]。 

 为简单起见，用和 分别表示
0, ~  和项代数 Terms(, 0)。 

 要想证明不满足 M0=N0 [0]，只要能找到一个环境使得 M0 和 N0 在该环境下的解释不

相同就可以了。令是的一个环境，它把变量都映射到自己。由引理 2.5， M0就是 M0。

由引理 2.8 

  M0 = [M 0] 

对 N0 也一样。由假设知道[M0]  [N0]，因此在环境中，M0= N0 [0]不成立。 

 剩下要证明 。假定 M = N []。由引理 2.8 知道，对项代数 的一个环境， 的

环境可以写成。具体来说，假设给定 的某个环境 ̂，那么对每个变量 x，选择某个 P̂ (x)

并且让(x)P，这样就有  ̂。因此，只要证明对每个满足的 的环境，M = N 

就可以了。 

 对满足的任何的环境，由引理 2.8，M = [ M]。再由引理 2.5 得 

  M = [ M] = [M] 

同样，N = [N]。使用规则(ref)和(subst)，可以证明 M=N []（见习题 2.14）。它

意味着[M] = [N]，从而 M 和 N 在中有同样的含义。这就证明了定理。    � 

 完备性定理加上先前的可靠性定理表明，语法理论和语义理论是相同的。 

 

2.3.6 非空类别和最小模型完备性 

先精确定义什么是非空类别。一个类别 s 是非空的，如果基调包含类别 s 的一个常量

符号，或者有函数符号 f : s1  …  sk  s 并且类别 s1, …, sk都是非空的。 

如果 s 是非空的，那么至少有一个项 MTermss(, )，从而在任何代数中 s 的载体不

可能为空，因为至少能命名 s 的一个元素 PTermss(, )，并且 P 肯定能解释为 s 载体上的

一个元素。 

 没有空载体的代数有最小模型完备性。删除空载体有两种办法： 

 （1）假定没有代数有任何空载体，并加上一个删除多余变量的推理规则到 2.3.3 节的证

明系统。这种方式是将讨论范围限制到没有任何空载体的代数，而不管基调中是否有空类别。 

 （2）基调中每个类别都有不含变量的项。这种方式由所有类别都非空来要求所有载体

都非空。 

在这两种情况下，在证明定理 2.10 时用的构造本质上同样可以用于证明最小模型完备

性。 
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 覆盖这两种非空情况的一个完备性定理的陈述要用到下面的推理规则： 

   [ ,  : ]
 

   [ ]

M N x s

M N

 
 

x 不在 M 和 N 中        (nonempty) 

该规则允许将等式中不出现的变量的类别指派在环境中删除。如果知道 s 的载体非空，那么

很容易看出该规则可靠。具体说，如果作为前提的等式在某个代数中得到满足，并且是
满足, x : s 的一个环境，那么存在满足的一个环境，对于中的所有变量，和是一样

的。由引理 2.3，项 M 和 N 在下有同样的含义，就像在下那样，所以该规则可靠。 

下面的定理是通过该规则来给出最小模型完备性。 

定理 2.11 令 是封闭于规则(nonempty)的语法理论，那么存在所有载体都非空的代数

，使得  Th ()。 

这里封闭于规则(nonempty)是指，任何能用规则(nonempty)推出的等式都在 中。 

证明 假定 是封闭于规则(nonempty)的语法理论。为了避免有关变量名字的技术细节，

假定有形式为 x : s 的序对的无穷集合，并且的每个类别都有无穷多个变量。假定所关心

的项都属于某个 Terms(, )，  。这并不失一般性，因为有足够多的变量，重新命名

一个变量不会影响一个代数是否满足一个等式。很容易看出，项代数 Terms(, )的定义不依

赖于是否有限，因而可以令是项代数 Terms(, )。令是 上的一个二元关系，使得对

某个有穷的  ，MN 当且仅当  M = N []。很容易检查，是 上的一个同余关系。

剩下要证明的是，对商代数 = 有  Th ()。证明的步骤本质上同于定理 2.10 的证明

步骤。                    � 

在所有类别都非空（从而所有载体也都非空）的情况下，可以用这个定理来证明 2.3.3

节没有规则(nonempty)的证明系统的最小模型完备性。因为当所有的类别都非空时，可以像

例 2.9 中描述的那样，由代换规则删除等式中多余变量，因此(nonempty)成为一个导出规则。 

推论 2.12 如果是每个类别都非空的基调，那么对每个语法理论，存在一个代数，

使得  Th ()。 

 

2.4 同态和初始性 
 

2.4.1 同态和同构 

 同态是从一个代数到另一个代数的保结构的映射，本节将同态和同构的概念从单类代数

推广到多类代数，并用同态来定义初始代数。 

 对多类代数来说，从代数到 的同态 h :    是一簇映射 h = {hs | s  S }，使得

对的每个函数符号 f : s1  …  sk  s，有 

) ..., ,(  )) ..., ,(( 11
1

k
ssB

k
As ahahfaafh k  

直观上，同态看成是从的值到 的值的“翻译”。 

例 2.11 令 = , 0, 1, ，令是模 k 的等价关系。那么把 n映射到它的等价类[n]
是从 到的一个同态，因为 

  h (0) = 0 = [0] 

  h (n + m) = h (n)  h (m) = [n + m] 

通常，任何代数到它商代数的同态都用这种方式定义。         � 

例 2.12 含义函数是从项代数= Terms(, )到任意代数 的一个同态 h :   。如果

是 的一个满足的环境，该同态的定义是 
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  h(M) = M 

这是一个同态，因为从项的含义可知 

  h (f M1 … Mk ) = f M1 … Mk = f(M1, …, Mk) 

        = f(h (M1 ), …, h (Mk ) ) 

还可以定义从商代数 Terms(, ), 到满足 的代数的同态。       � 

 为了精确论述同态和含义间的联系，需要环境之间的一个“翻译”。如果 h :  ，并

且是的一个环境，那么定义 的环境h 为： 
  h(x) = h ( (x) )   对任何变量 x 

如果满足某个类别指派，那么h 也满足。 

引理 2.13 令 h :  是任意同态，并且是满足类别指派的任意 环境。那么对任

何项 MTerms(, )，有 

  h (M) = Mh 

当 M 中不含变量时，h (M) = M 
证明 该证明直截了当基于项的归纳。当项是变量时，直接从h 的定义可得。对于复合

项 f M1 … Mk，从归纳假设 h (Mi ) = Mih，由同态的定义得 

  h (f M1 … Mk  ) = f(h (M1), …, h(Mk)) 

        = f(M1h, …, Mkk) 

这就证明了该引理。                � 

 如果 h :   和 k :   都是代数的同态，那么它们的合成 k  h :    是通过合

成各类别映射而得到的一蔟映射(k  h)s = ks  hs。 

引理 2.14 如果 h :   和 k :   都是代数的同态，那么合成 k  h :    也是
代数的同态。 

 这个证明作为一个习题。 

 一个双射（单射并且满射）的同态叫做同构。若从到有一个同构，就说 和是

同构的，写成  。直观上说，同构就是重新命名元素而不改变代数结构，因而它们本质

上是相同的。 

 

2.4.2 初始代数 

 初始代数在研究代数数据类型时是重要的，因为它们通常和代数规范“预期”的或“标

准”的实现一致。如果 是一类代数并且，若对每个，都存在唯一的同态 h :  

，那么在中叫做初始代数（initial algebra）。如果把同态 h :  看成是从 到

的一个翻译，那么初始代数是“典型”的，因为可以把初始代数“翻译”到该类中的所有其

他代数。初始代数有尽可能少的非空载体，即其他代数的空载体个数不会多于初始代数的空

载体个数，因为初始代数的每一个元素必须映射到其他代数（经过某个同态）的一个元素。

再具体一点，不存在从非空集合到空集的函数，但是从空集到任何集合都有唯一的函数，把

函数看成序对集合的话，该函数是一个空集。另外，初始代数满足尽可能少的闭等式（由引

理 2.13），闭等式指由闭项构成的等式。本节的主要结论是，闭项代数的商是初始的（命题

2.17），另外还描述了初始代数的等式理论（命题 2.18）。 

例 2.13 考虑基调0，它有一个类别 nat，有函数符号 0 : nat 和 S : nat  nat。令 是所

有0 代数构成的代数类。闭项代数  Terms(0, )是 的初始代数，它的载体是所有闭项

0, S (0), S(S (0) ), …, S k(0), …。该代数的函数 S 把 Sk(0)映射到 Sk1(0)。该代数的元素少到能

解释所有的函数符号，并且该代数满足项之间尽可能少的等式。 

要证明 在 中是初始的，第一步是证明从闭项代数到 的任何代数都有一个同态。

正好，例 2.12 说明含义函数 · 是从 到任何代数 的一个同态。剩下是证明该同态的
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唯一性。如果 h 是从 到代数 的任意同态，那么由引理 2.13，h 和含义函数是相同的。

注意，对于含变量的项，这个议论是不成立的。          � 

下面先证明任何代数类的所有初始代数都是同构的。 

引理 2.15 假定 h :   和 k :   都是同态，并且 h  k=Id，k  h =Id，那么

和是同构的，其中 Id 是恒等函数。 

证明 根据同构的定义，直接证明对每个类别 s，同态 hs 是双射便可以了。显然，hs 一

定是满射的，因为 ks 把每一个 xBs 映射到某个 yAs 使得 hs(y)=x。基于类似的推理，可以

看出 hs 是单射的。其实该证明仅使用 h 和 k 是一簇以类别为索引的函数这个事实，而并不

依赖于 h 和 k 是同态。                � 

因为同构代数本质上是相同的，这就意味着任何代数类的初始代数如果存在，那么它唯

一到同构。 

命题 2.16 如果 和 在代数类 中都是初始代数，那么 和 是同构的。 

证明 因为 和 在代数类 中都是初始代数，那么存在唯一同态 h :   和 k :  

。由引理 2.15，只要证明 h  k=Id并且 k  h =Id就可以了。 

 由引理 2.14，h  k 和 k  h 分别是 到 和 到 的同态。因为 Id和 Id也分别是

到和 到 的同态，由初始同态的唯一性，h  k=Id，k  h =Id。     � 

 在例 2.13 中，在写符号 nat, 0 : nat 和 S : nat  nat 时，通常把它们解释成自然数 0 和后

继函数，其实这是该基调的“预期模型”。该例中，基调0的初始代数和该预期模型同构。 

 如果 是一组等式，如果在满足 的所有代数构成的代数类中 是初始的，那么就

说 对 是初始的。 

命题 2.17 令 是一组等式，并且令 = Terms(, ), 是只有闭项并且模可证的相等

性的代数。那么， 对 来说是初始代数。 

 在是空集的情况下，很容易看出 Terms(, ), 和 Terms(, )同构。因此，从这个

命题知道，闭项代数在所有的代数构成的类中是初始的。 

证明 由项代数和商的性质，从 可证的等式在 中都成立。剩下要证明的是从 到

任何满足 的代数有唯一的同态。 

 令 是满足 的一个代数。对 中的任何等价类M，令 h(M)是不含变量的项 M 在

中的含义M。因为 满足，因此这个映射是很好地定义了的。很容易检查 h 是个同态。

由引理 2.13，任何其他同态 h :    和 h 一定有相同的值，因此 h 是从 到 的唯一同

态。                    � 

 由此可以得出，任何代数规范都有初始代数。 

 下面的例子是自然数作为初始代数的延伸讨论，2.6 节还有一些其他例子。 

例 2.14 考虑只有一个类别 nat 的基调1，它有函数符号 0 : nat，S : nat  nat 和 : nat  

nat  nat。令是等式集合 

  x + 0 = x 

  x + (Sy) = S (x + y) 

在此省略类别指派，因为这里只有一个类别。令是满足 的所有1 代数构成的代数类。 

 基于这组，可以证明有如下事实： 

 （1）Sk0 + Sl0 = Sk + l0； 

 （2）对任何闭项 M，存在某个自然数 k，使得 M = Sk0； 

 （3）等式 Sk0 = Sl0 是不可证的，除非 k = l； 

 （4）每个等价类正好包含一个形式为 Sk0 的项； 

 （5）等价类和形式为 Sk0 的项集间有一个双射。 

 可以把这个项代数的载体看成由闭项 0, S0, …, Sk0, …构成的集合，并且在这个初始代数
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中，函数 S 映射 Sk0  Sk＋10，映射(Sk0, Sl0)  Sk＋l0。于是，这个初始代数和该基调的标准

模型（有后继算子和加法的自然数）同构。 

 该规范的初始代数可以和其他有更多或较少元素的代数相对照。一般来说，如果一个代

数有更多元素的话，那么这些多余元素不能由项定义，并且不会出现在该代数上的计算中，

这些元素被称为“垃圾”。 如果一个代数有较少元素的话，那么就有一些不能被证明为相等

的有区别的元素被等同，这种情况被称为“混淆”。先用例子来说明这两种可能性，而把证

明这些例子的非初始性作为习题。 

 比初始代数含更多元素的代数有整数代数。另一个例子由加“无穷个”整数到来构

造。后者更一般，因为也可以用这种方法来构造表、集合、树和其他规范的非初始代数。对

1，非初始代数 = Anat, 0, S, +有 

  Anat = (0  )  ({1}  ) 

其中是自然数集合，是整数集合。直观上，Anat含一个自然数“拷贝”，其中每个元素是

序对0, n的形式，Anat 还含一个整数“拷贝”，其中每个元素是序对1, n的形式。若把所有

这些元素列成一行，可以让自然数出现在整数的左边： 

  0, 1, 2, 3, …   …, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, … 

然后把左边的自然数想象成“小”或“有限”的数，把右边的整数想象成“大”或“无限”

的数，因为右边的整数被看成大于左边所有的有限数。0 被解释为最左边的零，任何数的

后继是上面序列中右邻它的数。如果同一部分的两个数相加，将得到标准的结果（有限或无

限）。如果一个有限数加到无限数上，结果将是无限数。用形式的定义给出如下： 

  0A    = 0, 0 
  SAi, n   = i, n +1 
  i, n +A j, m  = max(i, j), n +m 
可以检查，该规范的两个公理在这些代数中都成立。子集({1}   )的元素在这儿是“垃圾”，

它们不能由闭项定义。因为初始代数所含的元素都可由闭项定义，因此这些“垃圾”不出现

在初始代数中。 

 比初始代数含元素少的代数有模 k 的自然数（k 是任意自然数），例 2.11 已讨论了这个

代数。很容易检查，该规范的两个公理在这个代数中都成立。认为它有混淆的原因是，在该

规范中不能证明为相等的不同数码在该代数中有同样的值。而在初始代数中，只有在能证明

两个闭项相等时，它们才有同样的值。             � 

 初始代数的一个重要特点是，它可能满足不能由证明的额外等式。直观上，增加元素

到一个代数可能引起带变量的等式变得不能成立，因为一个新元素可能和所有其他元素共享

的一个性质冲突。由于初始代数的载体尽可能小，初始代数满足的等式可能在其他满足

的，有更多元素的代数中不成立。一个简单的例子是只有一个类别和两个常量 a 和 b 的基调。

满足 a = b 的初始代数只有一个元素。该初始代数满足 x = y，但是它不是等式 a = b 的语义

蕴涵，因为满足 a = b 的含更多元素的代数不满足 x = y。一个更加自然的例子如下： 

例 2.15 例 2.14 的初始代数满足+的交换性，虽然它不可能从那些等式证明。很容易看

出，在初始代数中加法是可交换的，因为对任何不含变量的项 M 和 N，有  M = Sk0 和  

N = Sl0（对某个 k 和 l），并且   M + N = Sk+l0 = N + M。但是等式 x + y = y + x 从 不可证。

可以例举一个满足 的代数，其+的解释无交换性。 

 令 X 是任意至少含两个元素的集合，令 Anat 是所有 f : X  X 的函数的集合。令 0是 X

上的恒等函数，令 S是 Anat 上函数之间的恒等映射，并且令+是 Anat 上的函数合成。很容易

检查，代数 =  Anat  0 S  + 满足。举例说， 

  S(f + g) = f  g = f  S(g) = f + S(g) 

因为 S是函数上的恒等映射。在这个代数中+没有交换性，因为函数合成没有交换性。具
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体说，因为 X 至少含两个元素，那么可以找到两个函数 f, g : XX，使得 f  g  g  f。  � 

 不含变量的项又叫做基项（ground term）。如果 S 是一个代换，它把中的变量映射到
上的基项，就说 S 是，的一个基代换。如果 MTermss(, )并且 S 是一个，基代换，

就说 SM 是 M 的基实例。类似地，如果 M  N 是 Termss(, )的项之间的等式，并且 S 是

一个，基代换，那么就把 SM  SN 称为 M  N 的基实例。下面的命题刻画在初始代

数中成立的等式的特征。 

命题 2.18 令 是一组等式，并且对 来说是初始代数。对任何等式 M  N ，
下面三个条件等价： 

(1)  满足 M  N ； 

(2)  满足 M  N 的每一个基实例； 

(3) M  N 的每一个基实例都可以从 证明。 

证明 不失一般性，假定初始代数 是 Terms(,), 。下面将使用事实：一个，
基代换正好和 Terms(, )的一个满足的环境相同。 

 考虑等式 M  N ，这个等式在中可满足，当且仅当对每个满足的环境，有 

M  N 。由引理 2.5 和 2.8，它等价于 

  M   M   N  N 
因为这些项的等价类由 的可证性确定，因而有   M  N 当且仅当 MN。这

就证明了(1)和(3)等价。 

 如果 S 是任意，基代换，那么SM不依赖于任何环境。于是SM SM，对 N

也同样。根据类似上面的推理可以得到，满足 M  N 的每个基实例，当且仅当每个基

等式 SMSN 从 可证。即(2)和(3)等价。            � 

 

2.5 代数数据类型 
 

2.5.1 代数数据类型 

 对于像自然数和布尔值这样的标准数学结构，大家已经非常清楚。但是对于程序设计中

的其他许多数据类型就不是这样，例如对于优先队列和符号表，它们不存在标准的数学构造，

没有单一和标准的计算机实现。对于这样的数据类型，通常是列出它们的操作并描述这些操

作的行为和性质，它们是公理化地定义而不是由数学构造来定义。不管是否用一种形式语言

来描述反映操作性质的公理，公理化方法在实践中的优点是，可以精确说明对所有实现的共

同要求，而不偏向任何一个特定实现。 

本节剩余部分讨论数据类型公理化方法的一般特征。 

 一个简单的例子是有限集合数据类型，它有从属关系测试、并集运算和插入运算。它的

规范在表 2.2 给出，这是通过增加类别 set 来把集合加到 nat 和 bool 的多类代数中。 

表 2.2 set, nat 和 bool 的规范 

sorts: set, nat, bool 

fctns: 0, 1, 2, … : nat 

  + : nat  nat  nat 

  Eq? : nat  nat  bool 

  true, false  bool 

  empty : set 

  insert : nat  set  set 

  union : set  set  set 
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  ismem? : nat  set  bool 

  condn : bool  nat  nat  nat 

  condb : bool  bool  bool  bool 

  conds : bool  set  set  set 

eqns: [x, y : nat, s, s : set, u, v : bool] 

  0 + 0 = 0, 0 +1= 1, 1 +1 = 2, … 

  Eq? x x = true 

  Eq? 0 1 = false, Eq? 0 2 = false, … 

  ismem? x empty = false 

  ismem? x (insert y s) = if Eq? x y then true else ismem? x s 

  union empty s = s 

  union (insert y s) s = insert y (union s s) 
  condn true x y = x 

  condn false x y = y 

  condb true u v = u 

  condb false u v = v 

  conds true s s = s 

  conds false s s = s 
在表 2.2 中，x + y 仍然看成+xy 的语法美化，表达式 if M then N else P 看成是 cond MNP

的语法美化。集合类型没有标准的打印表示，通常也不作为输入或输出值。这儿并不关心集

合的内部实现方式（如比特向量、数组、链表或其他），关心的是其最终结果为自然数或布

尔值的一个操作序列的行为。从“公理化地定义”数据类型这个概念上看，这些数据类型称

为是抽象的。数据抽象的一般原理如下： 

 （1）抽象数据类型由它的规范定义。使用这样数据类型的程序应该只依赖于由它的规

范保证的性质，而不依赖于它的任何特定实现。 

 （2）在很多普通的例子中，一个数据类型的函数可以划分成构造算子、运算算子和观

察算子。构造算子是一个函数，它产生该数据类型的一个新元素。运算算子是该数据类型上

的函数，但它不产生新的元素。观察算子应用于该数据类型的元素，但返回其他类型的元素，

如自然数或布尔值。对于这样的数据类型的推理，可以使用基于构造算子的归纳。 

 （3）有一些标准可用于确定一个实现是否正确地满足规范，但这个课题不在此讨论。

另一方面，对于任意一个数据类型，很难断定是否给出了“足够”的公理。 

 在表 2.2 的集合例子中，empty 和 insert 是构造符，union 是运算符，函数 ismem?是一个

观察符。 

 

2.5.2 初始代数语义和数据类型归纳 

 代数规范是代数数据类型的公理化方式的有穷语法描述，即代数规范 Spec  , 中的

是确定的代数项语言的公理语义。从介绍代数项在代数中的解释开始，就不断在讨论代

数项语言的指称模型。本小节研究选择什么样的代数作为代数规范的指称语义。

 在文献中，代数规范有几种不同的“语义”形式。最一般的语义叫做宽松语义（loose 

semantics），即满足一个代数规范的所有代数所构成的代数类称为该规范的语义。这是从普

通的数学观点出发的语义，其问题是这些代数可能划分成若干个同构类。另一种最常用的语

义叫做初始代数语义，即满足一个代数规范的所有初始代数所形成的同构类称为该规范的语

义。因为仅一个同构类，因此初始代数语义本质上为规范给出“唯一”的标准模型。先前已

讨论过的初始代数的两个重要性质总结在下面两个口号中： 
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  没有垃圾，即不存在额外的不能由代数项命名的元素。也可以说仅包含由基项定义的

元素，或者说包含尽可能少的元素。 

  没有混淆，只有在规范有要求时元素才会等同。也可以说初始代数仅满足基项之间可

证的等式，或者说不能证明为相等的项必定解释到不同的元素。 

 初始代数的一个重要结果是支持基于数据类型构造子的归纳，叫做数据类型归纳。在举

例之前，先区别代数规范中的构造符和其他函数符号。形式地说，Spec  , 的函数符号

子集 F0 是构造符集合，如果 Terms(, ), 的每个等价类正好只含一个由 F0 的函数符号所

构成的基项。很容易明白，可以基于对构造符的归纳来证明初始代数的性质，因为按这种方

式，初始代数的每个元素都被覆盖。虽然基于构造符集合的归纳可以简化证明，但是基于所

有的项来证明初始代数的性质也不会带来什么害处。 

例 2.16 对于表 2.2的规范，empty和 insert是 set类型的构造符，union是个运算符，ismem?

是个观察符。若要证明 empty 和 insert 是一个构造符集合，必须证明在初始代数里面类别为

set 的项集中，每个等价类只有一个项仅用 empty，insert 和类别为 nat 的常量构成。这可以

基于项的结构来归纳证明，在此省略。 

 可以用一个简单的例子来说明数据类型的归纳：证明表 2.2 规范的初始代数中的每个集

合仅含有限多个元素。为叙述简单，在此对规范中的符号和它在初始代数中的含义不加区分。

集合有限是指，如果 ismem? x s = true 仅对有限多个原子 x 成立，那么集合 s 有限。因为该

初始代数中任何集合 s 都可由 empty 和 insert 构造的项表示，因此基于这种项的结构进行归

纳，以证明对任何集合 s，表达式 ismem? x s 仅对有限多个原子 x 的求值为 true。对于归纳

基础，ismem? x empty 对所有的 x 为 false。对于归纳步骤，假定 ismem? x s 最多对 n 个原子

x 为 true；那么 ismem? x (insert a s)最多对 n+1 个原子 x 为 true。这就完成了证明。    � 

 再简单介绍代数规范的另两种语义形式，以作为和初始语义的对比，对所提到的性质，

在此不作证明。 

 除了宽松语义和初始语义外，还有其他的语义形式，一种叫做生成语义或可到达语义（也

有人称这种形式为宽松语义）。在这种方式下，一个规范的模型是所有满足该规范的生成代

数。一个代数 是生成的（或叫做可到达的，或叫做项生成的），如果对每一个元素 a  As，

存在一个基项 M 使得 a  M。生成语义和初始语义间的联系如下： 

 （1）如果生成代数满足，那么从初始代数 =Terms(,),  到生成代数 有一

个满射。 

 （2）如果生成代数满足，那么 Th()包含规范, 的初始代数的理论。 

 （3）等式 M  N 在满足 的所有生成代数中都成立当且仅当该等式在规范, 
的初始代数中成立。 

 另一种语义形式叫做终结代数语义（final algebra semantics）。终结代数与初始代数的概

念相反：在一个代数类 中，如果从每个  到，都存在唯一的同态，那么代数是

的终结代数。一个代数类中的所有终结代数都同构。若用满足一个规范的终结代数作为该

规范的语义，则称之为终结语义。 

 若 是满足某个规范的所有代数构成的代数类，如果所有载体都是单元素集合的代数也

在 中，则这个代数一定是 的终结代数，因为从任何集合到单元素集合都正好一个函数。 

如果把某些类别的解释固定，而其他类别的解释用终结语义，则它是一种有用的方法。

因为用初始语义时隐含的意思是，不能证明为相等的就是不相等的，即前面已经说过的初始

代数满足尽可能少的闭等式。而用终结语义时则反过来，不能证明为不相等的则是相等的。

在此不深入讨论，只举一个简单的例子来说明两者的区别。 

 从初始语义角度看，表 2.2 规范中类别 set 其实还不是一般集合的规范，而是表的规范。

因为不能证明 
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  insert x (insert y z) = insert y (insert x z) [x : nat, y : nat, z : set] 

因此元素的插入次序不同，则得到的是不同的集合。还因为不能证明 

  insert x (insert x z) = insert x z [x : nat, z : set] 

因此元素可以在集合中出现多次。所以说这是表的规范而不是集合的规范。要想得到集合的

规范，必须增加描述插入运算可交换的等式和消除多重元素的等式。 

 但是若用终结语义，并且 nat 和 bool 的解释固定到自然数和布尔值，那么表 2.2 的规范

就是集合的规范，无需增加描述插入运算可交换的等式和消除多重元素的等式。 

 

2.5.3 解释没有意义的项 

 在程序设计时经常会碰到表达式没有意义的情况，举两个例子如下： 

 （1）除法是一个部分函数，除数为零的表达式没有意义。解决办法是在求商之前，先

测试除数是否为零。 

（2）调用不会终止的函数也构成一个没有意义的表达式。没有算法可用来测试任意函

数对任意变元是否终止。 

如果想在代数规范中表示这些情况，如说明除数为零时产生一个错误，那么必须在基调

中增加表示错误的项（简称错误值）。 

 在代数规范中，导致错误的运算会引起一些问题。因为这样的项也是良形项，而良形项

在基调的任何代数中都有值，那么怎样规定这些项的值。这里调查三种可能的方式，粗略地

讲，它们是：“什么也不规定”、“任意做一个决定”和“非常仔细地说明什么是所需要的”。 

 作为例子，将表的规范列在表 2.3。所用的名字遵从 Lisp 的术语。 

表 2.3  list，atom 和 bool 的一个规范 

sorts: list, atom, bool 

fctns: a, b, c, d, … : atom 

  true, false : bool 

  nil : list 

  cons : atom  list  list 

  car : list  atom 

  cdr : list  list 

  isempty? : list  bool 

  conda : bool  atom  atom  atom 

  condb : bool  bool  bool  bool 

  condl : bool  list  list  list 

eqns: [x, y : atom, l, l : list, u, v : bool] 

  car(cons x l) = x 

  cdr(cons x l) = l 

  isempty? nil = true 

  isempty? (cons x l) = false 

  conda true x y = x 

  conda false x y = y 

  condb true u v = u 

  condb false u v = v 

condl true l l = l 

  condl false l l = l 

 针对该规范的问题是，求空表的第一个表元是没有意义的，因此 car nil 没有“自然”
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的值。运算 cdr 是求删除第一个表元后的剩余表元构成的表，cdr nil 也没有意义。这两个问

题在表 2.3 中的体现是没有为 car nil 和 cdr nil 准备等式。可以这样解释：因为这些项没有意

义，所以不想让它们等于任何有意义的值。但是，如果把初始代数作为规范的“标准语义”，

马上可以看出对这些项没有规定函数值的一些缺点，这也成为反对强调初始代数的一个理

由。在初始代数 中，因为证明不了 car nil 等于任何原子常量 a, b, c, …，也证明不了 cdr nil

等于任何仅用 cons 和 nil 构造的表，因此在载体中必须有专门对应 car nil 的元素属于 Aatom

并且有专门对应 cdr nil 的元素属于 Alist。然而，这些“额外”的元素并不就此停止。一旦有

了原子 car nil，则可以把它加到表中，如 cons (car nil) nil。类似地，也可以测试额外的表 cdr 

nil 是否非空，即 isempty? (cdr nil)。这又要产生一个额外的布尔值，因为不可能证明它等于

true 或 false。这样，通过把函数应用到 car nil 和 cdr nil，会产生该初始代数的无数多个元素。

它们使得所期望的在表构造符 nil 和 cons 上的归纳推理成为无效，对 atom 和 bool 也有类似

的问题。 

 另一种方便但也存在问题的办法是，任意做一个规定。例如，对任意的 a，令 car nil  a，

令 cdr nil  nil。这样做可恢复数据类型在所期望的构造符上的归纳。但是由于 a 的随意性，

它破坏了“有相同的 car 和 cdr 的表相同”这个性质。因为 car nil  car (cons a nil )并且 cdr nil 

 cdr (cons a nil )，但是 nil 和 cons a nil 不相同。因此任意规定总会引起这样或那样的问题。 

 有关错误情况的更直接的办法是在代数规范中包含一个显式的错误值及与它们有关的

公理。这似乎可以得到更加合理的初始代数并允许包含“错误管理”的函数，这些函数测试

错误情况并试图修复它们。但是下面可以看到，这些公理将比所预想的要复杂得多。本节剩

余部分致力于错误值的公理化处理。 

 一种朴素的想法是增加错误值到表数据类型，即加上常量符号 errora : atom 和 errorl : list

和等式 car nil  errora和 cdr nil  errorl。但是，一旦加了这两个错误值，就会发现还得加入

第三个，因为判断一个错误表是否为空又引出一个新的错误值 errorb，用于等式 isempty? 

errorl  errorb。加上这些常量后，必须考虑函数在这些值上的行为。对于这个例子中的大多

数函数，可以让函数应用于错误值的结果是适当类型的错误值。条件表达式是一个例外，如

果不取错误分支的话，可以返回一个有意义的值。这里有一点点随意，因为看起来 conda true 

a errora = errora 也是合理的。上述增加错误值的想法引起函数符号和等式公理的增加，它们

列在表 2.4 中。 

表 2.4 list, atom 和 bool 错误值的朴素处理 

fctns: errorl : list 

  errora : atom 

  errorb : bool 

eqns: [x, y : atom, l, l : list, u, v : bool] 

  car nil  errora 

  cdr nil  errorl 

  cons errora l = errorl 

  cons x errorl = errorl 

  car errorl = errora 

  cdr errorl = errorl 

  isempty? errorl = errorb 

  conda errorb x y = errora 

condb errorb u v = errorb 

  condl errorb l l = errorl 

 表 2.3 和表 2.4 的基调和等式组合在一起后，第一眼看去，它似乎是合理的。但是仔细
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观察，会发现有严重问题。在起初写非空表的 car 和 cdr 的公理时，没有考虑错误值的可能

性，换句话说，等式公理 

  car (cons x l) = x [x : atom, l : list] 

隐含地假定任何由原子 x 和表 l 合起来的表 cons x l 的第一个元素是 x。但是公理 

  cons x errorl = errorl [x : atom] 

违反了这个假定。事实上，把这两个等式公理放在一起会推出 

  x = car (cons x errorl) = car errorl = errora [x : atom] 

这个等式从语义上说，满足表 2.3 和表 2.4 构成的规范的每个代数只有一个原子。类似的推

理表明只存在一张表和一个布尔值。因此这种朴素的错误处理办法导致不一致的规范。 

 上述问题可以通过对函数变元作显式的假设而克服。如果允许在描述代数的语言中加入

逻辑否定和其他逻辑连接词的话，那么就可以写一个公理 

  x  errora  l  errorl  car(cons x l)  x [x : atom, l : list] 

它显式地规定，函数变元不能是错误值。 

 现在通过在基调中加入少数函数符号，可以在代数规范的框架中得到同样的结果。对于

每个类别 s，加入一个函数符号 OKs : s  bool，它用于判断变元是否为 errors。即用公理来

规范哪些元素是 OK 的，并且为防止错误值，在等式中增加条件测试。对于表 2.3 的基调，

可以加入函数符号 OKa，OKb，OKl和下面的公理 

  OKa a = true, OKa b = true, …, OKa errora = false 

来使每一个非错误值“OK”，并且每一个错误值不“OK”。然后使用 OK 和条件来修订非空

表的 car 公理如下： 

  car(cons x l) = conda (OKa x) (conda (OKl l ) x errora) errora  [x : atom, l : list] 

注意，因为要维持 cons x errorl = errorl，因此从这个修改后的带条件的公理可以导出等式 car 

errorl = errora。完整的规范在表 2.5 中，其初始代数的每个载体有一个错误元素，它和其他

元素有区别。 

表 2.5  有错误值的 list，atom 和 bool 的规范 

sorts: list, atom, bool 

fctns: a, b, c, d, … : atom 

  true, false : bool 

  nil : list 

  cons : atom  list  list 

  car : list  atom 

  cdr : list  list 

  isempty? : list  bool 

  conda : bool  atom  atom  atom 

  condb : bool  bool  bool  bool 

  condl : bool  list  list  list 

  errora : atom, errorb : bool, errorl : list 

  OKa : atom  bool, OKb : bool  bool, OKl : list  bool 

eqns: [x, y : atom, l, l : list, u, v : bool] 

  car errorl = errora 

  car nil = errora 

car(cons x l) = conda (OKa x) (conda (OKl l ) x errora) errora 

cdr errorl = errorl 

cdr nil = errorl 
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  cdr(cons x l) = condl (OKa x) (condl (OKl l ) l errorl) errorl 

  isempty? errorl = errorb 

  isempty? nil = true 

  isempty? (cons x l) = condb (OKa x) (condb (OKl l) false errorb) errorb 

  cons x errorl = errorl 

cons errora l = errorl 

conda true x y = x 

  conda false x y = y 

  conda errorb x y = errora 

  （对 condb和 condl 类似） 

OKa a = true, OKa b = true, OKa c = true, … 

OKa errora = false 

OKb true = true, OKb false = true 

OKb errorb = false 

OKl nil = true 

OKl (cons x l ) = condb (OKa x) (condb (OKl l ) true false) false 

OKl errorl = false 

 

2.5.4 错误值的其他解决方法 

 对付错误值的另一种完全不同的方法是用部分函数而不用全函数。例如，不是把 car nil

看成类别 atom 的表达式，并且不要求它在任何代数中必须给出一个值。在这儿认为 car 对

nil 没有定义（这种方式不同于指称语义中引入一个额外的叫做“未定义”的元素）。使用

部分函数的基本好处是只存在由 nil 和 cons 生成的表。缺点是不能讨论错误管理函数，因为

一个没有定义的表达式不可能产生一个值传给一个函数。此外，不能有不依赖于变元是否有

定义的“惰性”函数。这是因为在采用部分函数方式时，若表达式含没有定义的子表达式，

那么该表达式不可能以任何合理的方式（例如合成）给出一个值。最后，有部分函数的代数

比普通的只有全函数的代数要复杂得多。因而不清楚用部分函数的方法是否值得去探索。 

 还有采用有序类别代数（order-sorted algebra）方式的，它也有一些优点，在此不介绍。 

 

2.6 重写系统 
 

2.6.1 基本定义 

 代数项语言的操作语义是用于代数项的归约系统，通常叫做项重写系统，简称重写系统。

重写系统由一组叫做重写规则的有向等式组成。形式地说，上重写系统是一组重写规则

L  R，其中 L，R  Termss(, )是同一类别的项，但 L 不能是变量，并且 Var(R)  Var(L)。

规则 L  R 允许把一个项中 L 的实例 SL 化简成 SR。 

 细心的读者可能对变量上的限制Var(R)  Var(L)感到奇怪。在用规则L  R去化简项时，

如果某个变量仅出现在 R 中，则它可以被代换成任何项，因而很可能不是一种化简。另一

个技术上的原因是为了让重写保项的类别，没有对变量的这个限制时，做不到这一点。 

 由确定的一步归约关系是项上的最小关系，使得对每条规则LR ，含 x 一

次出现的项 M 以及使得[SLxMTerms (, )的代换 S，有 

  [SLx]M R [SRxM 

关系 是的自反传递闭包。当不会出现混淆时，下标可省略。很容易看出，系统地重
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新命名任何规则L  R 中的变量不会改变关系。因此可以假定没有一个变量会出现

在不同的规则中。在比较一对规则时，这是很有用的。 

例 2.17 描述包含 0，一元减和加的自然数表达式的基调如下： 

  sorts : nat 

  fctns : 0 : nat 

      : nat  nat 

     + : nat  nat  nat 

在这个基调上的一些归约规则如下： 

  x  0  x 

  x + (x)  0 

  (x  y )  z  x + (y + z) 

使用这些规则，可以执行下列重写（归约）步骤，其中每次被重写的部分就是加下划线的子

项，它们被称为可归约式（redex）。 

  (x  y )  (y)  x + (y + (y))  x  0  x 

注意，一步归约的执行是通过把完整的项或它的一个子项同一条规则的左部进行匹配。

这个例子中每一步正好只有一种重写的可能，但是经常会出现几个子项都可以和规则的左部

匹配的情况。例如项(x  0 )  y 可以由第一条规则归约成 x  y，也可以由第三条规则归约成

x  (0  y)。注意，所得到的项都不能再归约。           � 

重写系统有两种重要的应用。其一是对代数项提供一种计算模型，如 2.17 见到的那样，

通过重写来化简一个项，一直到最简形式为止。第二种重要应用是自动定理证明。如果有一

组等式，那么它们可以被定向为一组重写规则。如果所得到的重新系统是合流的（稍后解释），

那么这组等式假设的推论可以用该重写系统来证明。这种方式的优点是，可以用简单的归约

来判断一个等式是否可证。虽然归约并非总会终止，但对终止的重写系统（稍后解释）而言，

归约过程肯定是终止的。如果归约终止而等式左右两项的归约结果不一样，那么该等式就不

是这组等式假设的逻辑推论。 

本节以代数项的重写系统研究为例，来说明非代数项重写系统的一般问题。一些定理的

证明被略去，以避免读者陷入冗长的证明细节。 

 一个直截了当的事实是归约保类别。 

引理 2.19 令 是上的重写系统。如果 MTermss(, )，并且 M   N，那么 N  

Termss(, )。 

 该引理的证明作为习题。 

 合流性和终止性是重写系统的重要性质。引入一些记号来

描述合流性：如果 M   N，则可把它写成 N   M；如果存

在一个项 P 使得 M   P   N，则可写成 M      N。

如果 N   M   P 蕴涵 N      P，则关系 是合流

的。图 2.1 是合流性的示意图。如果不存在一步归约的无穷序列

M0  M1  M2 …，则关系是终止的。如果 是合流的，则

称重写系统 是合流的。如果是终止的，则称重写系统

是终止的。不能再归约的项称为范式。 

 合流并且终止的重写系统通常又叫做典范系统。虽然经常谈论的是典范系统，但是非典

范系统也是非常有用的，尤其是当这些规则对项的某个子集合流时。在 2.6.6 节将看到，终

止可以使得判定重写系统的合流性变得容易。 

一种有用的关系是归约的无向版本，叫做可变换性。项 M, N Termss (, )是可变换的，

写成 M ↔ N ，如果 M 和 N 相同，或者存在某个项 MTermss(, )，使得 M   M或

 M 

PN

S 
图 2.1 合流性示意图 
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者 M   M，并且 M ↔ N 。换句话说，M↔N  当且仅当存在一个项序列 M1, …, Mk 

 Termss(, )使得 

 M   M1   M2   M3 … Mk   N 

其中箭头的方向并没有什么意义。 

 一个项的两个子项可能在语法上完全一样，有时

需要引用子项的某个特定出现，因此下面关于子项位

置的定义是非常有用的。直观上，项中的一个位置是

某个子项的在项中的场所。位置用自然数的有穷序列

来标识，它告知如何从项的分析树根部来寻找该位

置。举例来说明这种方式，f (gx(hab))(gba) x 的分析

树见图 2.2，为了找到由序列 1, 2 命名的位置，从树

根开始。数 1 表示寻找由树的第一个（最左）分支代

表的子树，它引导到 gx(hab)子树的根部。数 2 表示

再寻找该子树的第二个分支。所以位置 1, 2 由子项

hab 占据。更精确地，可以对序列n


= n1 … nk的长度进行归纳来定义 M 中位置为 n

的子项。

如果 是空串，那么在位置 的子项就是完整的 M。如果 M 的形式是 f (M1, …, Mk)并且n


= i, 

n2 … nl (1  i  k)，那么在位置 n

的子项是 Mi 中命名为 n2 … nl 的子项。 

 如果n

是 M 中的一个位置，就用 M n


表示 M 在 n


的子项，用N n


M 表示 M 在n


的子

项由 N 代换的结果。使用这种记号，一步归约可表示为：M  N 当且仅当在 M 中有一个

位置 n

使得 M n


 SL 并且 N  SR  n


M。 

 

2.6.2 合流性和可证的相等性 

 合流的重写系统对分析可证的相等性是非常有用的。主要原因是，对于合流的重写系统，

当一个等式的两个项都能归约到同一个项时，该等式一定可证。虽然只对代数系统讨论这个

定理，但是本质上，同样的证明可以用到其他许多等式系统中，包括类型化演算和无类型

的演算。 

 如果 是一组重写规则，用来表示对应的无向等式集合。使用这种记号，这里不加

证明地给出下面的定理。 

定理 2.20 对任何重写系统，M N 当且仅当  M  N 。对任何合流的重写

系统，  M  N 当且仅当 M      N。 

 从这个定理，可以得到下面的推论。 

推论 2.21 如果 是合流的，并且类别 s 存在两个不同的范式，那么是一致的。 

 

2.6.3 终止性 

有很多方法可用于证明重写系统的终止性，其中一些方法给项以一种“权值”。例如，

假定给每个项 M 一个自然数权值 wM ，并且能证明每当 MN，则有 wM  wN 。那么，由于

不存在自然数的无穷递减序列，因此也就不存在一步归约的无穷递减序列。 

这种方法看起来很好，但是设计一个能达此要求的权值计算函数是非常困难的。事实上，

不存在测试任意重写系统是否终止的算法；但是在一些简单的场合，很多办法还是管用的。

本节介绍基于有序载体代数的一种简单方法。该方法使用禁止产生无穷序列的二元关系。 

先给出表示上的约定。如果是集合 A 上的一个二元关系，那么用表示关系和相等关

系的并，换句话说，x  y 当且仅当 x  y 或 x  y，并且 y x 当且仅当 x  y。注意，在使用
作为关系名字时，不必假定是传递的或者具有序关系的其他性质。由于所使用的大多数例

子是序关系，因此使用这个符号有直观上的帮助。在第 1 章已经定义过，集合 A 上的一个

 f 

g g x 

x h a b 

a b 

图 2.2 f (gx(hab))(gba) x 的分析树 
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关系是良基的，如果不存在 A 上元素的无穷递减序列 a0  a1  a2 …。良基关系在这里的

重要性是这样，如果能在项和有良基关系的集合 A 的元素间建立起一个对应，那么可以利

用它去证明不存在无穷的归约序列 M0  M1  M2  …。 

有几种方式可把项映射到有良基关系的集合。因为已经研究了项在代数中的解释，因而

可以利用代数的语义结构。一个代数=  1sA , 2sA , …, f1
, f2

, …是良基的，如果： 

（1）在每个载体 As 上有一个良基关系s，并且 

 （2）对每个 n 元函数符号 f，如果 x1  y1, …, xn  yn 并且对某个 i（1 i  n）有 xi  yi，

那么 f(x1, …, xn)  f(y1, …, yn)。 

一个简单的例子是让每个载体都是自然数集合，使用通常的序，并且用正系数的多项

式来定义每个函数 f。 

 若是一个良基代数，并且 M 和 N 都是类别 s 上的项，如果M s N，那么写成 

  A,   M  N 

类似地，如果对任何环境都有,   M  N，那么写成  M  N。 

 定义良基代数的理由在下面的定理中给出： 

定理 2.22 令是项上的一个重写系统，并且令是一个良基的代数。如果对 中每

条规则 L  R 都有  L  R，那么是终止的。 

证明 该证明使用代换引理和有关项的解释的其他事实。必须证明的基本事实仅是：对

任何含变量 x 的项 PTerms(, , x : s)，在任何环境下，如果 a  bAs，那么 

  P[x  a]  P[x  b] 

这很容易基于 P 的归纳来证明，把它留给读者。 

为证明该定理，还需证明，如果 MN，那么对任何环境有M  N。证明它也就

足够了，因为良基载体不会有无穷的“递减”元素序列。通常，一步归约可以写成

[SLx]P[SRx]P 的形式，其中 x 在 P 中正好只出现一次。于是必须证明，对任何环境， 

[SLx]P  [SRx]P 

 令是任意环境，a SL 并且 b SR。由代换引理，对某个由和 S 决定的环境，
有 a L并且 b  R。于是，由该定理的假设，a  b。由本证明第一段提到的归纳，可

以证明 

  P[x  a]  P[x  b] 

再由代换引理可得[SLx]P  [SRx]P，从而得到本定理。       � 

 注意，当用项在良基代数上的解释来证明重写系统的终止性时，所用的代数并不满足和

该重写系统相对应的那些等式。这是因为归约项时必须“减少”它在这个良基代数上的值。

而对于满足该重写系统相对应的那些等式的代数来说，重写不改变项的解释。 

 把表 2.1 中关于栈的两个等式从左到右地定向，就得到一个非常简单的重写系统。很容

易看出，这个系统是终止的，因为每条规则都减少项中符号的个数。使用一个良基代数，它

的载体都是自然数。然后把每个函数符号都解释为数值函数，函数的值是其变元的和加 1。

这样，一个项的含义就是它的函数符号的个数，很容易检查，每条重写规则都减小项的值。 

 很容易看出，当定理 2.22 的条件得到满足，并且每个载体都是自然数时，一个项的数

值含义是关于该项最长归约序列的一个上界。如果重写的步数是关于项长度的一个快速增长

函数，那么至少需要把一个函数符号解释为增长速度快于多项式的数值函数。下面的例子使

用指数函数来说明到析取范式的重写总是终止的。 

例 2.18 考虑下面命题逻辑公式的重写系统。通常把一元函数符号 : bool  bool 写成

前缀算符，把二元函数符号,  : bool  bool  bool 写成中缀算符。 

   x  x 

   (x  y)  (x  y) 
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   (x  y)  (x  y) 

  x  (y  z)  (x  y)  (x  z) 

  (y  z)  x  (y  x)  (z  x) 

这个系统把一个公式变换成析取范式。 

 使用自然数良基代数能够证明这个重写系统是终止的。令  Abool, , , 是这样

的一个代数，其载体 Abool   0, 1，即大于 1 的自然数，并且 

   (x, y) = x + y + 1 

   (x, y) = x  y 

  (x) = 2x 

很容易看出，这些函数在自然数上是严格单调的（按照通常的序）。于是 是一个良基代数。 

 为了证明该重写系统是终止的，必须检查对于自由变量的任意取值，每条重写规则左部

定义的值都大于其右部定义的值。第一条规则是明显的，因为对任何自然数 x  1，有
x22  

x。再看第二条规则，对任意 x, y > 1，有 2(x + y + 1)  2x2y2  2x2y。剩下的规则通过类似的计算

可得。                    � 

例 2.19 本例证明从表 2.6 的整数多重集合公理导出的重写系统的终止性。为简单起见，

省略多重集合和布尔值上的条件规则。因为这些规则和其他规则相互不影响。考虑的基调有

类别 mset, nat 和 bool，常量有自然数、空多重集合和 true 及 false，函数符号有+, Eq?, insert, 

count 和 condn。重写规则是 

  0 + 0  0, 0 + 1  1, … 

  Eq? x x  true 

  Eq? 0 1  false, Eq? 0 2  false, … 

  count x empty  0 

  count x (insert y m)  if Eq? x y then (count x m) + 1 else count x m 

  condn true x y  x 

  condn false x y  y 

 该基调在代数中进行解释，其中 Anat  Amset  Abool  。对每个函数符号，必须选择

严格单调的函数，使得每条规则左部的含义保证大于其右部的含义。对于大多数函数符号，

这种选择是简单的；由于第二条 count 规则右部函数符号的个数多于左部的，因此必须更加

仔细考虑 count 的数值解释。 

表 2.6 多重集合、nat 和 bool 的代数规范 

sorts : mset, nat, bool 

fctns :  0, 1, 2, … : nat 

   + : nat  nat  nat 

  Eq? : nat  nat  bool 

  true, false : bool 

  empty : mset 

  insert : nat  mset  mset 

  count : nat  mset  nat 

  condn : bool  nat  nat  nat 

  condb : bool  bool  bool  bool 

  condm : bool  mset  mset  mset 

eqns : [ x, y : nat; m, m : mset; u, v : bool] 

  0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, …, 5 + 7 =12, … 

  Eq? x x  = true 
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  Eq? 0 1 = Eq? 0 2 = … = false 

  count x empty = 0 

  count x (insert y m) = if Eq? x y then (count x m) + 1 else count x m 

  condn true x y = x 

  condn false x y = y 

  condb true u v = u 

  condb false u v = v 

condm true m m = m 

condm false m m = m 
 

 给每个项指派整数的一种直观方式是给出最长可能归约序列的一个上界。例如，对于形

式为 condn M1 M2 M3 的项，最长的归约序列是尽可能地归约所有这 3 个子项，然后（假定

M1 归约到 true 或 false）再按条件规则归约，因此合理解释 condn 的数值函数可以是 

  condn
 x y z  1 + x + y + z 

按照同样的理由，除 count?以外，其他函数直截了当地解释如下： 

   x y = 1 + x + y 

  Eq? x y = 1 + x + y 

  insert x m = 1 + x + m 

Anat 不使用所有的自然数： 

  Anat  Amset  Abool    0, 1 

其技术上的原因在下面可以明白。于是，每个常量符号都解释为 2。 

 对于 count，必须选择一个函数，使得每条 count 规则左部给出的值大于右部给出的值。

第一条 count 规则仅要求函数值一定大于 2。从第二条规则可以得到条件 

  countx (y + m) > 5 + x + y + 2  (count x m) 

通过检查可以猜想，count x m 的值必须指数依赖于它的第二个变元，因为对任何 y  2，

countx (y + m)的值必须大于 count x m 的两倍。可以通过取 

  count x m  x  2m 

来满足这个数值要求。 

用这种解释，检验定理 2.22 的条件是否得到满足是容易的，从而可得出多重集合的重

写规则是终止的。其中仅有的复杂情况是 count，但搞清楚 

 x  2(y + m)  (5 + x + y + x  2(m + 1) )> 0 

并不是十分困难的事。 

 

2.6.4 临界对 

下面将讨论两类合流的重写系统，一类必须是终止的，另一类可以不是。在 2.6.5 节讨

论第一类，其重写规则相互之间无实质性的影响，因而讨论合流性时不受系统是否终止的影

响。在 2.6.6 节讨论第二类，用终止性来分析规则之间的相互影响。在这两种情况下都挺重

要的一个概念是临界对（critical pair），它是一对项，代表了重写规则之间的一种相互影响。

另一个常用的概念是局部合流（local confluence），它是合流的一种较弱形式。因为局部合

流用来启发临界对概念，因此先定义局部合流。 

关系是局部合流的，如果 N  M  P 蕴涵 N      P。这个关系严格弱于合流

关系，因为仅假定当 M 由一步重写到 N 或 P 时有 N      P。2.6.6 节将表明，对于终

止的重写系统来说，局部合流等价于合流。 

例 2.20 局部合流但不合流的重写系统的一个简单例子如下： 
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  a  b, b  a 

  a  a0, b  b0 

a 和 b 都能归约到 a0和 b0。但是不管是

a0 还是 b0 都不能归约到对方，因此合

流性不成立。然而直观的分析可以看出

该系统是局部合流的。该系统的一个图

形表示在图 2.3。 

 在本节的其余部分，考虑怎样判定一个重写系统是否局部合流。对于规则有限的重写

系统，可以通过检查叫做“临界对”的有限种情况来说明局部合流。三种重要情况的项和归

约的图形表示在图 2.4，2.5 和 2.6 分别给出。 

 假定在重写规则的有限集合 下，项 M 可用两种不同的方式归约，即存在重写规则 L  

R 和 L  R及代换 S 和 S，使得 M 在位置n

的子项是 SL 并且 M 在位置m


的子项是 SL（L 

 R 和 L  R并非一定是不同的规则）。如果重新命名变量，使得 L 和 L没有公共的变量，

那么可以进一步假定 S 和 S是包括了 L 和 L中所有变量的同样代换。n

和m

之间有几种可

能的联系。  

最简单的情况说明在图 2.4 中，n

和m

不互为子序列，因而 SL 和 SL不互为子项。此时，

不管先归约哪一个都没有关系，因为总可以紧接着归约另一个而得到相同结果。 

 

第二种情况是一个子项包含另一个子项。为了表示上的简单，假设较大的子项就是 M

本身，即假定 n

是空串，使得 M  SL，并假定 SL是 SL 在位置m


的子项。这时又可分成两

种子情况。 

第一种是“平凡”情况，SL是 SL 的一个子项，并且 S 把 L 中的某个变量 x 用包含 SL
的一个项代换即可。换句话说，如果把 SL 分成从 L 中来的符号和由 S 引入的符号，那么在

位置m

的子项仅包含由 S 引入的符号。这种情况描绘在图 2.5，此时如果 R 不含 x，那么从

SL 到 SR 的归约删除了子项 SL，否则生成的项包含一个或多个 SL的出现（取决于 R 中有

多少个 x）。因为可以把每个 SL的出现都归约到 SR，因而可得到局部合流。 

 

 
M

SL SL

M 

SR SL 

M

SL SR 

M

SR SR

图 2.4 不相交的归约 

a0 a b b0 

图 2.3 局部合流但不合流的归约 



 32

剩下的子情况必须仔细考虑。SL在 SL 的位置m

处并且 Lm


不是变量。显然，这种情

况只有在 L的主函数符号出现在 L 中并且和 Lm

的主函数符号一样时才会发生。如果使用

第一条规则，可以得到 SR。如果使用第二条规则，可以得到项 SR m

SL。这可以用图 2.6

描绘。虽然碰巧会有 SR      SR m

SL，但是没有理由认为这是一种普遍情况。 

例 2.21 本例使用关于表的两条重写规则 

  cdr(cons x l)  l 

  cons(car l)(cdr l)  l 
来举例说明三种重叠情况。 

让一个项同时包含这两条规则的左部，就可以得到不相交的归约（图 2.4）。例如，对于

项 

  cond B (cdr(cons s l)) (cons(car l)(cdr l) ) 
可以任意选择这两条规则之一进行归约，可以独立地归约的两个子项都加了下划线。 

对于在变量的代换实例处的重叠（图 2.5），可以使用项 

)) )( (( ( )lcdrlcarconsxconscdr   

把第一条规则左部的变量 l 用第二条规则的左部代换即可得到这个项。注意，如果归约较大

的子项（即整个项），加下划线的较小的子项将原封不动。 

 不相交的归约和平凡重叠的归约差不多在每个重写系统中都可能有。但是，并非每个重

写系统都会出现非平凡重叠（图 2.6），本例特地选择会出现这种情况的规则。把第一条规则

 

 

SL

SL

SL 

SR 

SR

SL SL 

SR

SR SR

图 2.5 平凡的重叠

SL

SL

SL 

SR SR
???

图 2.6 非平凡的重叠
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中的 x 和 l 分别用 car l和 cdr l代替，就得到含非平凡重叠的项 

  ) )( (( )lcdrlcarconscdr   

如果把第一条规则用于较大的可归约子项（即完整的项），那么在较小的可归约子项中的 cons

被该规则删掉，因而第二条规则不再能使用。如果先把第二条规则用于较小的可归约子项，

虽然在归约结果中 cdr 仍存在，但是第一条规则也不再能使用。幸好，这两个归约的结果是

一样的，因而不难看出这两条规则是局部合流的。 

 由于规则出现非平凡重叠现象而使得系统不具备局部合流性的例子见例 2.17。项(x + 0) 

+ y 可以归约到 x + y 或者 x + (0 + y)，这两个项都不能再归约。       � 

 对于两条规则 L  R 和 L  R（可以是相同的规则），为了寻找非平凡的重叠，看起来

似乎要考虑无穷多的代换 S。其实不然，对于每个 L，L 中的位置m

，以及 L，如果存在代

换 S使得 SL  SLm

，那么存在最一般的代换 S。最一般是基于这样的序定义：如果存在

S使得 S  SS，那么 S 比 S更一般。使用合一算法，可以为每个 L和非变量子项 Lm

计

算最一般的代换，或者确定不存在这样的代换。对很多重写规则对来说，这种计算是直截了

当和简单的。 

可以说非平凡重叠是一个三元组SL，SL，m

，使得 SL出现在 SL 的m


处，并且 Lm



不是变量。如果 S 是最一般的代换，使得SL，SL，m

是一个非平凡重叠，那么序对SR，

SR m

SL叫做临界对（critical pair）。临界对的第一元是用规则 L  R 归约非平凡重叠三

元组SL，SL，m

的第一元 SL 的结果，临界对的第二元是将规则 L  R用于 SL 在位置m



的子项的结果。 

例 2.21 的两条规则之间会产生两个临界对。将第一条规则左部的子项 cons x l 和第二条

规则的左部 cons(car l)(cdr l)合一，得到的 SL（非平凡重叠三元组的第一元）是 cdr(cons(car 

l)(cdr l))，用这两条规则归约该项得到的临界对是cdr l, cdr l。将第二条规则左部的子项 cdr 

l和第一条规则的左部 cdr(cons x l)合一，得到的 SL 是 cons(car (cons x l))(cdr(cons x l))，用

这两条规则归约该项得到的临界对是cons x l, cons (car (cons x l)) l。 

 应该记住的一个有用事实是，对于规则 L  R 和 L  R，只有 L的主函数符号 f 出现

在 L 中，临界对才有可能出现。而且，如果在 L中 f 应用到非变量的项，并且在 L 中的相应

位置 f 也应用到非变量项，那么这两个非变量项的主函数符号必须相同。例如，如果有规则

f (gxy)  R，那么只有当规则 L  R 左部 L 中有子项 f z 或形式为 f (gPQ)的子项时，才可能

产生临界对。形式为 f (h …)的子项不会引起临界对，因为不可能存在代换使得分别以 h 和 g

为主函数符号的两个项在语法上一样。 

 考虑同一条规则的两次使用引起的重叠是重要的。例如，只有一条重写规则 f (f x)  a

的系统不是局部合流的，因为有非平凡三元组f (f (f x)), f (f x), 1，引起临界对fa, a（项 f (f (f 

x))既可归约到 fa，又可归约到 a）。另外，任何规则 L  R 都引起重叠L, L, ，其中是空

串，因此任何规则都引起相同项构成的临界对R, R。这种从一条规则的两次应用引起的相

同项构成的临界对，叫做平凡临界对（trivial critical pair）。 

考虑规则左部完全相同的情况也是重要的，因为重写系统可以有两条规则 L  R 和 L  

R，这时R, R是临界对。 

命题 2.23 重写系统是局部合流的，当且仅当对每个临界对M, N有 M      N。 

 如果一个有限的重写系统是终止的，那么该命题就给出一个可用于判定是否局部合

流的算法。2.6.6 节将讨论这个算法。 

证明  从左到右的蕴涵是简单明了的。另一个方向的证明仿照用于启发临界对定义的推

理。假定 M 可以用 L  R 和 L  R归约到两个不同的子项 N 和 P，那么在 M 的相关子项

SL 和 SL间存在三种可能的关系。如果这些子项不相交或是平凡的重叠，那么由本小节前面
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的讨论可以知道 N      P。剩下的情况是 N 和 P 含一个临界对的代换实例。因为 M

中没有参与 M  N 和 M  P 归约的符号在确定是否有 N      P 时不起作用，因此可

以简化记号，假定有一个临界对SR, [SR m


]SL，使得 N  S(SR)并且 P  S([SR m


]SL)。

由该命题的假设，有 SR      [SR m


]SL。于是，因为 N 和 P 的归约都是应用到 SR

和[SR m


]SL 的代换实例，因此有 N      P。         � 

 

2.6.5 左线性无重叠重写系统 

 如果一个重写系统没有非平凡的临界对，则称它是无重叠的。换句话说，形成临界对的

唯一方式是同一条规则 L  R 用两次以得到R, R。因为这种平凡的临界对不会影响合流，

也许会认为无重叠的重写系统是合流的。但实际不是这样，下面的例 2.22 是一个反例。直

观上，这个问题的出现是因为重写规则允许用一种形式的项代替另一种形式的项，因而可能

会有这样的规则，它们在经过几步重写后才出现重叠。但是，如果对规则的左部做适当的限

制，那么无临界对时可以保证合流。表示这种限制的术语是左线性：一条规则 L  R 是左

线性（left-linear）的，如果任何变量在 L 中的出现不超过一次的话。一个重写系统是左线性

的，如果它的每一条规则都是左线性的。 

 本小节的主要结论是，左线性、无重叠的重写系统是合流的。该事实的最早证明可能是

为了组合逻辑（见例 2.24），它可以推广到任意的左线性和无重叠的系统。先看一个无重叠

的非左线性系统不合流的例子。 

例 2.22 下面关于有穷数和“无穷”数的重写系统没有临界对，因此它局部合流，但它

不是合流的。 

    S  

  Eq ? x x  true 

  Eq ? x (S x)  false 

直观上，除了“无穷数”  是它本身的后继外，两条 Eq ?规则是很精美的。但是，对于， 

  Eq ?    true 

  Eq ?    Eq ?  (S )  false 

出现一个项有两个不同的范式，true 和 false。 

 合流在这种情况下会失败的直观原因有点难以捉摸。该系统中唯一可能出现临界对的情

况是，存在代换 R 使得 R (Eq ? x x)  R (Eq ? x (S x))。任何这样的代换 R = [Mx]必须使 M  

SM。因为不存在项 M 在语法上会等于它的后继 SM，因此这样的代换 R 不存在。可是，因

为项可以归约到它自己的后继，于是这条规则的出现就相当于代换实例 Eq ?  与 Eq ?  

(S )有一个重叠。                 � 

 下面的命题不加证明地给出。 

命题 2.24 如果是左线性的且无重叠，那么 是合流的。 

例 2.23 下面关于表项的重写系统是左线性的且无重叠，因而是合流的。 

  car (cons x l)  x 

  cdr (cons x l)  l 

  isempty? nil  true 

  isempty? (cons x l)  false 

然而，如果加入非左线性规则 

  cons (car l) (cdr l)  l 

则左线性被破坏。从例 2.21 已经明白，这条非线性规则和 cdr 规则的相互影响并非很糟糕，

它和 car 的重叠也是良性的。但是，它和第二条 isempty?规则的相互作用引起局部合流失败。

因为 isempty? (cons (car l) (cdr l))可归约到 false，也可归约到 isempty? (l)，它们是不同的范
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式。                    � 

例 2.24 无类型的组合逻辑有下面的代数规范 

  sorts : 

  fctns : S, K, I :  

     ap :      

  eqns : ap (ap(ap S x) y)z = ap (ap x z)(ap y z) 

     ap (ap K x) y = x 

     ap I x = x 

很容易看出，如果从左到右定向这三个等式公理，就得到一个左线性且无重叠的重写系统。

因此组合逻辑是合流的。为方便起见，把 ap 写成中缀算符，甚至省略 ap。在本例的其余部

分，用 x  y 代替 ap x y，并且在省略括号时，是左结合的。 

 不难看出，这个重写系统是不终止的。例如，考虑项 S  I  I，很容易看出 

  (S  I  I)  x   x  x 

于是有 

  (S  I  I)  (S  I  I)   (S  I  I)  (S  I  I) 

研究组合逻辑的一个重要动力是，任何无类型的项都可以翻译成组合逻辑的项。满足（无

类型）组合逻辑公理的代数叫做（无类型）组合代数。         � 

 

2.6.6 局部合流、终止和合流之间的联系 

 在上一小节已经看到，每个左线性且无重叠的重写系统是合流的，与它终止与否无关。

本节考虑非左线性但终止的系统的合流性的一个充分条件，：终止且局部合流的系统是合流

的。这个事实完全不依赖于代数项的结构，因而可以用到其他系统，包括演算归约和很多

图重写规则。 

命题 2.25 令是终止的重写系统，那么 是合流的当且仅当它是局部合流的。 

证明 已经知道，如果每当 N  M   P 就有 N      P，那么 对 M 是合流

的。因为是终止的，可令项 M 的定额（norm）M是从 M 开始的最长归约序列。然后基

于定额来归纳证明对每个项都是合流的。下面用 代替 。归纳基础（M0）是简

单的。 

 假定 M   N，M   P 并且对每个

QM的 Q， 对 Q 是合流的。如果

归约 M   N 或 M   P 的长度为 0，那

么显然 N      P。于是假定 M  N1 

  N 并且 M  P1   P。由局部合流，

存在某个项 Q 使得 N1   Q 并且 P1   

Q。由归纳假设，存在某个项 R 使得 N     

R 并且 Q   R。因为 P1   Q   R 并

且 P1   P，再次应用归纳假设可以得到

项 S 使得 R   S 并且 P   S。把这些

已列出的归约组合在一起，可以看出 N 和

P 都归约 S，见图 2.7。命题得证。          

例 2.25 下面条件表达式的重写规则是局部合流的并且是终止的，但不是左线性的。 

  if true then x else y  x 

  if false then x else y  y 

  if u then x else x  x 

 M

N1 P1

QN

R

S

P 

图 2.7 由局部合流和终止证明合流的示意图 
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该系统的终止性是直截了当可看出来的，因为所有的归约都缩短项的长度。这儿有两个临界

对，它们都和第三个非左线性规则有关。第一个临界对是通过用第一和第三条规则来归约项 

  if true then x else x 

而得到，是x, x，显然它不会引起任何问题。第二个临界对还是x, x。     � 

 从命题 2.19 知道，通过检查每个临界对是否合流可以判断一个重写系统是否局部合流。 

这个检查通常叫做 Knuth-Bendix 测试，它是 Knuth 和 Bendix 提出的一个算法的一部分，该

算法叫做 Knuth-Bendix 完备化过程。叫做完备化过程的原因是，它不仅可用来测试一组终止

的重写规则是否局部合流，而且在不合流时它会添加规则，添加的规则对原来的规则集

是守恒的。守恒是指，如果 Knuth-Bendix 算法产生  ，那么 和确定同样的代数理

论。该完备化过程需要一个算法来确定：在某个良基代数中，任何项 M 和 N 之间是否有形

式为 M  N 的不相等性。 

 该完备化过程由测试每条重写规则 L  R 是否 L  R 开始。如果是，则该重写系统终

止，然后可以测试局部合流性。通过对每个临界对M, N，寻找从 M 和 N 开始的所有可能

归约，以发现是否有 M      N，由此完成局部合流性的测试。因为该重写系统终止，

因而可能的归约仅有限多种。如果所有的临界对都收敛，那么该算法终止，并且得知该系统

是合流的和终止的。 

 如果对某个临界对M, N不具备 M      N，那么由临界对的定义知道，存在一个

项，它既可归约到 M，又可归约到 N。因为由等式推理，基于是可以证明 M 和 N 相等，

因而增加 M  N 或 N  M 为一个重写规则是有逻辑意义的。如果 M  N 或 N  M，那么

该完备化过程加上相应的规则（M  N 或 N  M）并且继续进行局部合流的测试。但是，

如果 M 和 N 不可比较（既没有 M  N，也没有 N  M），那么就不能保证加入的规则保终止

性，这就导致完备化过程失败。另外，完备化过程可能不终止。下面的例子既用来解释完备

化过程，同时也用来说明完备化过程可能不终止。 

例 2.26 本例在加入任意有穷条规则后，既不能产生一个合流的系统，也不会到达不可

以再加入规则的局面。 

考虑下面由等式定向得到的两条重写规则，它们分别叫做同态性（用 H 表示）和结合

性（用 A 表示）。 

  fx  f y  f (x + y)                (H) 

  (x + y) + z  x + (y + z)               (A) 

通过构造一个良基代数，可以看出由这两条规则构成的重写系统是终止的。对的唯一载

体，可以使用大于 2 的自然数。为了使规则(A)减小（即右部在中的解释比左部的解释小），

必须为选择某个无结合性的解释。指数运算是最简单而又熟悉的算术运算之一，可以使用 

   (x, y) = yx 

  f (x) = x2 

简单的计算表明，在这个代数中，两条规则都是减小的。 

 由(H)的左部 fx  f y 和(A)左部的子项(x + y)合一得到(fx  f y) + z，然后用两种方式归约

它得到仅有的临界对： 

  f (x + y) + z,  f x + (f y + z ) 
它们都是范式但又不相同，为了保证完备性，需要加入一条重写规则。由于它们的权重分别

是 

  f  (x + y) + z = 
2)( xyz  = )2( xyz  

  fx + (f y + z ) = 
22

)( xyz  = )( )( 22 xyz  
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比较当 x, y, z  3 时这些表达式的数值可以看出，如果加上从第一个项到第二个项的重写规

则，系统仍能保证终止。该规则是通用模板 

  f n (x + y) + z  f nx + (f ny + z )             (A)n 

的一个实例。(A)  (A)0。 

 继续完备化过程，通过将(H)的左部 fx  f y 和(A)n-1（n  1）的子项 x + y 合一得到 f n-1 (f 

x + f y) + z，然后得到形式为 

  f n(x + y) + z,  f nx + (f ny + z ) 
的临界对。它们仍然都是范式但又不相同，为了保证完备性，仍然需要加入一条重写规则。

由于它们的权重分别是 

  (f )n (x + y) + z = )2)(( nxyz   = )2( nxyz  

  (f)nx + ((f)n y + z ) = )2()2( )(
nxnyz  = )2)(2( nxnyz  

导致加上重写规则(A)n，即通用模板的下一个实例。 

由此看出，完备化过程不会终止。            � 

 

2.6.7 代数数据类型的应用 

 在代数规范的设计、分析和应用中，重写规则至少有两种不同方式的应用。如果一个等

式系统能够定向（完备化）成一个合流且终止的重写系统，那就给出了一种非常有用的方式

来确定两个项是否可证明为相等。如果它们被归约到不同的范式，那么它们就不能证明为相

等。即重写技术可用于自动定理证明。重写系统的另一种潜在使用是作为数据类型的快速原

型实现。需要注意的是，虽然归约可直截了当用于对规范进行调试，但是归约方式的实现对

实际的程序设计来说效率太低。另外，因为对初始代数的理解主要是基于语法的（基于可证

明性），因此重写系统对初始代数的分析和理解也是非常有用的。 

 下面用带错误值的表的代数规范来说明重写系统的这两种使用。首先，通过对第一个规

范测试局部合流性可以发现不一致性。其次，可以通过完备化有向等式到一个合流的重写系

统来刻画修改后的规范的初始代数。 

 2.5.3 节的表 2.3 和表 2.4 给出了错误值的朴素处理办法，结果出现了不一致。考虑对它

们进行从左到右定向得到的重写系统。很容易看出，该系统是终止的，因为每条规则都缩短

表达式的长度。在为完整的系统检查合流性前，先分别查看表 2.3 和表 2.4 的临界对。在表

2.4 中，只有规则 

  cons errora l = errorl 和 

  cons x errorl = errorl 

会给出一个临界对。因为只要把 x 和 l 用错误值代替就可使左部合一，因此临界对是 errorl, 

errorl 。显然它不会导致局部合流失败。 

 现在考察表 2.4 中可能和表 2.3 的规则重叠的规则，第一个选择是 cons errora l  errorl，

因为表 2.3 有含 cons 的规则 car(cons x l)  x。使用这两条规则得到的第一个非平凡临界对

是 errora, car errorl 。这个临界对不会引起问题，因为 car errorl  errora。 

 下一个临界对由规则 cons errora l  errorl 和规则 cdr(cons x l)  l 的子项合一得到。合

一得到的项是 cdr(cons errora l)，它可以分别归约到表变量 l 和 cdr errorl。后者只能归约到

errorl，从而合流失败。从上面为合流所做的归约可以知道，表 2.3 和表 2.4 给出的等式规范

是可以证明等式 errorl  l [l : list]。该等式表明，在任何满足该规范的代数中，所有的表必须

相等。不难看出，其他类别的类似等式也可证，因而知道该规范是不一致的。 

 有错误元素并经修改后的表规范在表 2.5。将等式从左到右定向，得到一个重写系统。
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在检查临界对之前，先检查系统的终止性，它将为完备化过程增加规则时的定向建立基础。 

 可以使用良基代数来证明该重写系统的终止性：的载体都是正整数集合，并且将每

个常量都解释为 1。该解释是对各种形式的项可执行的最大归约步数的一种估计，如例 2.19

所描述的那样。 

  cons x l = x + l 

  car l = 2  l + 5 

  cdr l = 2  l + 5 

  isempty? l = l +8 

  cond u x y = u + x + y + 1 

  OK x = x + 8 

 检查从表 2.5 规范导出的每条规则都满足 L  R 是直截了当的。这里有几个临界对，它

们都涉及到有关 cons x error 和 cons error l 的规则。要检查的第一个有重叠的项是 

  car(cons error l) 

如果归约较外的项，将得到 

  cond (OK error)(cond (OK l) error error) error 

而归约较内的项将得到 error。这是一个非平凡的临界对，但是两个项都可归约到 error，因

而不引起问题。 

 下一个有重叠的项是 

  car(cons x error ) 

它给出一个看起来差不多的临界对 

  cond (OK x )(cond (OK error ) x error ) error, car error 
第二个项显然可以归约到 error，而对于第一个项，通过归约较内的那个 cond 得到 

  cond (OK x) error error 

在良基代数中，很容易看出 

  cond (OK x) error error  error 

为了保终止性，加上规则 

  cond (OK x) error error  error 

因为从该规范可证该规则的左部和右部相等，因此加上该规则不会改变项之间可证的相等

性。 

 有关 cdr 和 isempty?的临界对的情况类似。对这两个函数，第一个临界对很容易收敛，

使用为 car 加入的新规则，第二个临界对也收敛。 

 最后的临界对出现在把 OK 用于 cons 的情况。对于 OK(cons error l)，两种情况下都得

到 false。然而，对于 

  OK(cons x error) 

必须加上规则 

  cond (OK x) false false  false 

于是，在表 2.5 的规范定向后的重写系统上添加两条新规则就可得到一个合流的重写系统。 

 一个规范的初始代数由基项的等价类组成，模可证的相等性。如果该规范有对应的合流

且终止的重写系统，那么可通过归约来检查两个项的相等是否可证，因此可以使用重写系统

来理解规范的初始代数。特别是，因为每个等价类正好只有一个范式，因此初始代数同构于

这样一个代数，它的载体正好是每个类别的基范式集合。于是对表 2.5 的规范来说，在这样

的初始代数中，原子是 a, b, c, d, …, errora，布尔值是 true, false, errorb，表的所有可能形式

是 nil, errorl或 cons A L，其中 A 和 L 都不含 error。于是该规范正好为每个载体加了一个 error

元素。 
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习     题 
 

2.1 用归纳法证明，如果 M  Termss(, )并且是包含的类别指派，那么 M  Termss(, 

)。 

2.2 对于例 2.3，让 MN 作为MN 的语法美化。 

(a) 假定(x)  1 并且(y)  2，计算(x1)2。 

 (b) 证明对任何环境，有 (x y) z    (xz) (yz) 。 

2.3 对于例 2.4， 

(a) 假定(x)  3 并且(s)  2, 1，计算 push x (pop s) 。 

 (b) 证明对任何把 s : stack 映射到非空串的环境，有 push (top s)(pop s)  s。如果

(s)   会有什么变化？ 

2.4 证明代换规则 

是语义上可靠的。换句话说，假定 M, N Termss(, , x : s)，P Termss(, )，并且对满足

, x : s 的任何环境，有M  N。使用代换引理证明，对满足的任何环境，有

PxM  PxN。 

2.5 证明等式 x  x [x : s]是永真的。具体说，令  S, F是含 s  S 的任何基调，令是

任意的代数，证明，对任何有类别指派[x : s]的环境，有 

  ,   x  x [x : s] 

别忘了考虑 As的可能性。 

2.6 证明代数是平凡的，当且仅当任何载体都是空集或是仅有一个元素的集合。 

2.7 令  A, , K是一单类别代数，对应的基调有一个二元算符和一个常量符号 K，

该二元算符将写成中缀形式。假定  (Kx) y  x，其中变量的类别不必指明，因为只有一

个类别。 

(a) 证明，如果多于一个元素，那么必定无限（提示：证明，如果有限，那么存在

某个 a  A 使得 K  a  K）。 

 (b) 证明，如果 多于一个元素，那么不是可结合的。 

2.8 解释 Terms(, )作为代数的定义，并检查它确实满足作为代数的条件。 

2.9 使用引理 2.5 证明，对于项代数 Terms(, )，Terms(, )  M  N 当且仅当 M 和

N 语法上完全相同。 

2.10 在应用多个变量的代换 S 到项 P 时，可以用 Sxi同时代换 P 中的每个 xi。具体讲，

如果 P 有变量 x1, …, xk。不是先用 Sx1代换 x1，然后再用 Sx2代换 x2，等等，而是同时完成

代换。同时代换映射 xi Mi通常写成[M1, …, Mkx1, …, xk]。找出一组表达式 M，N 和 P，使

得[M, Nx,y]P  [Mx] ([Ny]P)。 

2.11 证明，对任何代数，所有在代数 中成立的等式集合 Th ()是一个语义理论。 

2.12 证明，等式集合 是语义上一致的，当且仅当存在一个非平凡代数  。 

2.13 证明 

   [ , : ]       [ ]
, ( , )

[ / ]   [ / ]  [ ]
sM N x s P Q

P Q Terms
P x M Q x N

      
 

 

是一个导出规则。注意，要考虑x出现在，P和Q中的情况。注意，在写[P/x]M = [Q/x]N []
时，假定是良形的类别指派，使得没有任何变量会同时出现在两个不同的类别中。 

 [ , : ]
( , )

[ / ] [ / ]  [ ]
sM N x s

P Terms
P x M P x N
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2.14 如果 S 把每个 x : s  映射到 Sx  Termss(, )，则称 S 叫做(, )代换。证明，

规则 

[ ]

[ ]

M N

SM SN

 
 
   S 是一个(, )代换 

是个导出规则（提示：见习题 2.10）。 

2.15 考虑表 2.6 的多重集合、自然数和布尔值的规范。下面(b)和(c)使用变量 x, y : nat

和 m : mset。 

(a) 证明等式 

  count 3 (insert 5 (insert 3 (empty))) = 1 

(b) 对任何数码 a, b 和 c，下面的等式可证。 

  count a (insert b (insert c m) ) = count a (insert c (insert b m) ) 

(c) 找出一个代数，它满足该规范的所有等式，但是不满足等式 

  insert x (insert y m) = insert y (insert x m) 

由此得出该等式不可证。 

2.16 树的代数规范由表 2.7 给出。直观上，类别 tree 由二杈树构成，原子存在叶结点上

（如果 l 是叶结点，那么 lable l 是存放在该结点上的原子）。证明该规范的下列推论。 

(a) lsub (node (rsub (node (leaf a) (leaf b)))(leaf c)) = leaf b 

 (b) label (lsub M) = label (rsub M)，其中 M  node (leaf a) (leaf a) 

 (c) 试说明，如果 M 是表 2.7 基调上的不含变量的项，它的类别是 tree，并且由函数符

号 leaf 或 node 开头，那么 

  is_leaf? M = is_leaf? (cond (is_leaf? M) (leaf a) M) 

可证。 

 (d) 构造满足本规范的一个代数，用来说明下面的等式是不可能从本规范证明的。 

  label (node t t) = label (node t t)  其中 t, t : tree 

 (e) 试说明，如果项 M: tree 不包含函数符号 leaf，那么等式 

  lsub (leaf x) = M [, x : atom] 

不可证（提示：见例 2.10）。 

表 2.7 树的代数规范 

sorts : atom, tree, bool 

fctns :  a, b, c, d, … : atom 

  leaf : atom  tree 

  label : tree  atom 

   node : tree  tree  tree 

  true, false : bool 

  is_leaf : tree  bool 

  lsub : tree  tree 

  rsub : tree  tree 

  conda : bool  atom  atom  atom 

  condb : bool  bool  bool  bool 

  condt : bool  tree  tree  tree 

eqns : [ x, y : atom; t, t : tree; u, v : bool] 

  is_leaf? (leaf x) = true 

  is_leaf? (node t t ) = false 
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  label (leaf x) = x 

  lsub (node t t ) = t 

  rsub (node t t ) = t 
  conda true x y = x 

  conda false x y = y 

  condb true u v = u 

  condb false u v = v 

  condt true t t = t 

  condt false t t = t 
 

2.17 证明，最小模型完备性蕴涵演绎完备性。由此得出，在有规则（nonempty）的情

况下，没有空载体的多类别代数有可靠性和演绎完备性。 

2.18 完成定理 2.11 的证明。 

2.19 证明两个同态的合成是一个同态。 

2.20 使用引理 2.13 证明同态和等式之间的下列联系。 

 (a) 从到 的满射同态 h 是指，对任意 bBs，存在 aAs，使得 hs(a) = b。证明，如果

h 是这样的满射，那么 Th( )  Th( )。 

 (b) 如果和同构，那么 Th( ) = Th( )。 

2.21 证明，从到有一个满射同态，当且仅当对某个同余关系，和同构。使用

习题 2.20 的结果，可以得出对任何上的同余，有 Th( )  Th()。 

2.22 令1 是例 2.14 自然数基调1 标准的和初始的代数，令2 是加上无数个整数的代

数（描述在例 2.14 中），令3是自然数模 k 的代数（对某个 k，也描述在例 2.14 中）。证明，

对于2 1和3 1，存在多个同态，或者不存在同态，由此证明2和3都不是初始的。 

2.23 考虑单类别 nat 的自然数基调2，函数符号有 0 : nat, S : nat  nat 和+,  : nat  nat 

 nat。令是等式集合 

  x + 0 = x 

  x + S (y) = S (x + y) 

  x  0 = 0 

  x  (Sy) = x  y + x 

在此省略了类别指派，因为只有一个类别。令是满足的所有2代数构成的代数类。 

(a) 对该基调上的任何闭项 M，从证明，对某个自然数 k，M = Sk0。 

 (b) 用可靠性（定理 2.6）和(a)的结论来证明，如果把从 可证明为相等的项看成等价，

那么闭项的每个等价类正好只有一个形式为 Sk0 的项。 

2.24 在表 2.2 说明的 set 数据类型中，证明等式 

  union s s = union s s s : set, s : set] 

在初始代数中不成立。可以假定重写规则都是将等式公理从左到右定向而得到，并且它们是

合流的（也就是说不用在此证明这一点）。合流性蕴涵：两个项可证明为相等当且仅当它们

归约到同一个项。 

2.25 本习题分析表 2.6 给出的代数规范，增加了一个交集运算，并由下面两个公理定义

该运算的性质。 

  intersect empty m = empty 

  intersect(insert x m) m= if ismem? x m then insert x (intersect m m) else intersect m m  

 (a) 证明 empty 和 insert 是多重集合的构造符。 

 (b) 证明，等式 
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  insert x (insert y m) = insert y (insert x m) 

在初始代数中不成立。你可以像习题 2.24 那样假定重写规则及合流性。 

 (c) 通过构造一个代数来证明，如果加入等式 

  insert x (insert y m) = insert y (insert x m) 

作为公理，该规范仍然是一致的。 

2.26 像 2.5.3 节那样，用 OK 函数设计有显式错误处理的树的规范。没有错误值的规范

在表 2.7。 

2.27 考虑代数项 f (gxy)(f (gu(huv)))(f (g (gxy)z)) 

 (a) 写出在位置 2,1,2 的子项。 

 (b) 用自然数序列描述 gxy 的位置。 

2.28 证明，如果含规则 L  R，其中 L 是一个变量或者 R 含的一个变量在 L 中不出

现，那么系统不终止。 

2.29 令是任意的重写系统，令op是反向规则 R  L（L  R 在中）的集合。证明

重写系统  op合流但不终止。 

2.30 证明引理 2.15。 

2.31 考虑下面关于命题逻辑公式的重写系统： 

   x  x 

   (x  y)  (x  y) 

   (x  y)  (x  y) 

  x  (y  z)  (x  y)  (x  z) 

  (y  z)  x  (y  x)  (z  x) 

该系统类似于例 2.18 的系统，不过是把公式翻译成合取范式而不是析取范式。证明该系统

终止。可以定义和使用一个良基代数，它的载体是自然数的某个子集。 

2.32 使用一个良基代数，证明下面的重写系统终止。 

 (a)  0 + x  x 

     (Sx) + y  S (x + y) 

 (b) 把下面规则加到(a)的规则中。 

  0  x  0 

  (Sx)  y  (x  y) + y 

 (c) 把下面规则加到(a)和(b)的规则中。 

  fact 0  1 

  fact (Sx)  (Sx)  fact (x) 

2.33 用例 2.17 的基调，考虑重写系统 

  0 + x  x 

  (x) + x  0 

  (x + y) + z  x + (y + z) 

 (a) 找出该系统的所有临界对。 

 (b) 对每个临界对SR , [SR m


]SL，确定是否有 SR      [SR m


]SL。 

2.34 命题逻辑公式的一个重写系统在例 2.18 给出。 

 (a) 找出该系统的所有临界对。 

 (b) 对每个临界对SR , [SR m


]SL，确定是否有 SR      [SR m


]SL。 

2.35 考虑由例 2.26 的规则(H)和形式为(A)n的所有规则构成的无穷重写系统，证明，该

无穷系统合流且终止，或者给出一个反例。 

2.36 单条规则 
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  f (g(fx))  g(fx) 

构成的重写系统是终止的，因为这条规则减少项中的函数符号。执行完备化过程若干步，并

对每个临界对，加上减少函数符号个数的重写规则。所加重写规则的一般形式是怎样的？ 

2.37 习题 2.26 要求用和表 2.5 的表规范同样的风格，写一个带错误值的树的代数规范。

完备化这个规范以得到一个合流的重写规则集合，并且使用这些规则来刻画该规范的初始代

数的特征。 


